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1987-1988 asystent stażysta, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroc lawskiego

1988-1999 asystent, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroc lawskiego

1999- adiunkt, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroc lawskiego

4. ROZPRAWA HABILITACYJNA
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4.C OMÓWIENIE WYNIKÓW ROZPRAWY

WPROWADZENIE

Rozprawȩ tworzy jednotematyczny cykl czterech prac wymienionych w punkcie
4.B. Wybór prac jest w znacznym stopniu oparty na klarowności motywacji i wyrazistości
wyników. Prace wyszczególnione sa̧ w kolejności określonej przez priorytet celów
badawczych. Wyniki prac [H1-H2] sa̧ bardzo ogólne podczas, gdy prace [H3-H4]
dotycza̧ przypadków szczególnych lub ograniczonych pewnymi za lożeniami. Prace
[H1-H2] zosta ly opublikowane w cia̧gu ostatnich miesiȩcy i nie znalaz ly jeszcze odbicia
w bazach cytowań. Jednak niektóre wyniki tych prac zosta ly opisane w preprintach
arXiv:math/0701788 i arXiv:1003.3258 oraz zaprezentowne na ważnych konferenc-
jach miȩdzynarodowych (m.in. zaproszony wyk lad w ramach specjalnej sekcji Logic
Colloquium 2006).

Tematyka prac mieści siȩ w obszarze niezmienniczej deskryptywnej teorii mnogości.
Przedmiotem badania sa̧ dzia lania grup polskich na przestrzeniach polskich, a w
szczególności indukowane przez te dzia lania relacje równoważności.

Przestrzenia̧ (grupa̧) polska̧ nazywamy ośrodkowa̧ przestrzeń (grupȩ) topologiczna̧
metryzowalna̧ w sposób zupe lny. Niech G bȩdzie grupa̧ polska̧, a X przestrzenia̧
polska̧. Odwzorowanie a : G×X → X takie, że a(1G, x) = x i a(gh, x) = a(g, a(h, x))
dla wszystkich g, h ∈ G oraz x ∈ X, nazywamy dzia laniem grupy G na przestrzeni X.
Jeśli jest ono funkcja̧ cia̧g la̧ (borelowska̧), wówczas mówimy, że X jest G-przestrzenia̧
polska̧ (borelowska̧). Tradycyjnie przyjmujemy nastȩpuja̧ce oznaczenie dla wartości
takiego dzia lania: a(g, x) = gx. Każde dzia lanie grupy G na przestrzeni X w natu-
ralny sposób indukuje na X relacjȩ równoważności:

xEy ⇐⇒ y = gx, dla pewnego g ∈ G.

Klasȩ równoważności elementu x ∈ X takiej relacji, tj. zbiór [x]E = {gx : g ∈ G},
nazywamy orbita̧ elementu x i oznaczamy jako G · x, zaś sama̧ relacjȩ E nazywamy
relacja̧ równoważności orbit.

Bȩda̧c cia̧g lym (borelowskim) obrazem przestrzeni polskiej, relacje orbit wzglȩdem
cia̧g lych (borelowskich) dzia lań sa̧ analityczne. Wśród nich sa̧ zarówno relacje dobrze
zrozumiane, posiadaja̧ce prosty opis, jak i bardzo skomplikowane; relacje borelowskie
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rozmaitej z lożoności, jak i analityczne zupe lne (ang. complete analytic) (np. relacja
sprzȩżenia w grupie automorfizmów porza̧dkowych A(Q), która stanowi g lówny obiekt
badań pracy [H3]). Problem klasyfikacji relacji orbit stanowi istotna̧ czȩść ogólnego
zagadnienia klasyfikacji relacji równoważności na przestrzeniach polskich i tworzy je-
den z centralnych nurtów niezmienniczej deskryptywnej teorii mnogości. Najogólniej
rzecz ujmuja̧c, przez zupe lna̧ klasyfikacjȩ relacji równoważności E na przestrzeni pol-
skiej X bȩdziemy rozumieć każda̧ dobrze zdefiniowana̧, posiadaja̧ca̧ pewne poża̧dane
w lasności (takie jak cia̧g lość, borelowska mierzalność lub podobne) funkcjȩ

Θ : X → I

z przestrzeni X w jaka̧ś znana̧, dobrze opisana̧ rodzinȩ niezmienników I taka̧, że dla
wszystkich x, y ∈ X spe lniony jest warunek:

xEy ⇐⇒ Θ(x) = Θ(y).

Relacje, dla których jako zbiór niezmienników I możemy przyja̧ć zbiór liczb rzeczy-
wistych R, a klasyfikacja Θ jest odwzorowaniem borelowskim nazywamy g ladkimi.
Jeśli zbiorem niezmienników I jest rodzina przeliczalnych struktur pewnego jȩzyka
pierwszego rzȩdu rozważanych z dok ladnościa̧ do izomorfizmu, a ich przyporza̧dkowanie
Θ jest funkcja̧ borelowska̧, wówczas mówimy o klasyfikacji przez przeliczalne modele.
Klasyfikacja przez przeliczalne modele stanowi przedmiot badań czo lowych specjal-
istów w tej dziedzinie. W pracy [4] H.Becker i A.Kechris udowodnili nastȩpuja̧ce
twierdzenie odnosza̧ce siȩ do relacji orbit.

Twierdzenie (Becker, Kechris) JeśliG jest domkniȩta̧ podgrupa̧ Sym(ω),
a X jest G-przestrzenia̧ polska̧, to relacja orbit na X dopuszcza klasy-
fikacjȩ przez przeliczalne modele.

Z drugiej strony wiadomo, że nie wszystkie relacje orbit można sklasyfikować przez
przeliczalne modele. W klasie takich relacji znajduja̧ siȩ wszystkie relacje powsta le w
wyniku tzw. dzia lań turbulentych. Takie dzia lania wprowadzone sa̧ w monografii G.
Hjortha Classification and orbit equivalence relations, [12].

W tej ksia̧żce G.Hjorth koncentruje siȩ na nastȩpuja̧cym pytaniu:

Które spośród relacji orbit sa̧ klasyfikowalne przez przeliczalne modele?

Jako podstawowe narzȩdzie zostaje tu wprowadzona metoda uogólnionej analizy Scotta.
Hjorth dowodzi, że każda relacja orbit posiadaja̧ca zupe lny system niezmienników
Hjorth-Scotta dopuszcza klasyfikcjȩ przez przeliczalne modele, a dla dzia lań tzw. GE-
grup warunki te sa̧ równoważne.
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Z ta̧ tematyka̧ zwia̧zana jest praca [H1]. Uogólnione zostaja̧ tu te w lasności dzia lań
domkniȩtych grup permutacji, dziȩki którym system niezmienników Hjorth-Scotta dla
indukowanych przez nie relacji orbit jest zupe lny. G lównym wynikiem tej pracy jest
sformu lowanie prostego warunku, który jest równoważny zupe lności systemu niezmi-
enników Hjortha-Scotta.

W swojej monografii [12] Hjorth przedstawi l dwie wersje uogólnionej analizy Scotta.
Druga̧ z nich wykorzysta lam w pracy [H2] do badania niektórych zagadnień efekty-
wnej niezmienniczej teorii mnogości. Przedmiot jej rozważań stanowia̧ przestrzenie
rekurencyjnie prezentowalne Mówimy, że przestrzeń polska (X, d) jest rekurencyjnie
prezentowalna, jeśli posiada ona rekurencyjna̧ prezentacjȩ, tj. taki cia̧g (ri)i∈ω, którego
elementy tworza̧ gȩsty podzbiór X oraz (i, j, k,m)-relacje

d(ri, rj) ≤
m

k + 1
i d(ri, rj) <

m

k + 1

sa̧ rekurencyjne. Klasa rekurencyjnie prezentowalnych przestrzeni obejmuje ω, przestrzeń
Baire’a N , przestrzeń Cantora C, liczby rzeczywiste R i jest zamkniȩta na skończone
produkty.

W pracy [H2] koncentrujȩ siȩ na problemie, który w uproszczonej postaci może
być sformu lowany nastȩpuja̧co:

Za lȯżmy, że G jest rekurencyjnie prezentowalna̧ grupa̧ polska̧, X - rekuren-
cyjnie prezentowalna̧ polska̧ G-przestrzenia̧ oraz dzia lanie grupy G na X
jest funkcja̧ rekurencyjna̧. W jakim stopniu orbita G · x elementu x ∈ X
jest określona przez rodzinȩ zawieraja̧cych x niezmienniczych zbiorów
ma lej z lożoności (hiperarytmetycznych)?

Na mocy klasycznych rezultatów Rylla-Nardzewskiego i Millera, każda orbita
wzglȩdem dzia lania cia̧g lego i ogólnie - borelowskiego jest zbiorem borelowskim. Sami
udowodni l w [20], że relacja orbit jest borelowska wtedy i tylko wtedy, gdy borelowski
rza̧d wszystkich jej orbit jest ograniczony przez pewna̧ przeliczalna̧ liczbȩ porza̧dkowa̧.
Gdy relacja orbit nie jest borelowska, naturalne staja̧ siȩ pytania o opis orbit ma lego
rzȩdu borelowskiego oraz o warunki określaja̧ce możliwość oddzielenia dwu orbit
takim zbiorem. W pracy [H3] analizujȩ te zagadnienia dla relacji sprzȩżenia w grupie
A(Q) automorfizmów porza̧dkowych zbioru liczb wymiernych Q. Na mocy rezultatów
Foremana, relacja ta jest zupe lna̧ relacja̧ analityczna̧. W moich badaniach wykorzys-
tujȩ ι-zanurzenia, narzȩdzie wprowadzone przez Beckera (w pracy [2]) jako uogólnienie
teoriomodelowego pojȩcia elementarnego zanurzenia.

Z ι-zanurzeniami zwia̧zane sa̧ również wyniki pracy [H4]. Rozważam w niej cia̧g le
dzia lania domkniȩtych grup permutacji. Klasycznym przyk ladem takiego dzia lania
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jest dzia lanie logiczne grupy symetrii Sym(ω) na przestrzeni przeliczalnych struk-
tur pewnego przeliczalnego jȩzyka. Przyk lad ten motywuje do definiowania pojȩć
teoriomodelowych w naszym ogólniejszym kontekście. W pracy [H4] wprowadzam
pojȩcie kompanionu pewnych niezmienniczych Gδ-zbiorów. Mimo tego, że jest to
pojȩcie s labsze od swojego teoriomodelowego odpowiednika, okaza lo siȩ, że w lasności
zbliżone maja̧ kompaniony, które sa̧ orbitami. G lówne twierdzenie opisuje warunek
wystarczaja̧cy do istnienia takiego kompanionu.

C.1 UOGÓLNIONA ANALIZA SCOTTA I DZIA LANIA OSTATECZNIE

OTWARTE

Grupy topologiczne posiadaja̧ce bazȩ otoczeń jedności w postaci rodziny otwartych
podgrup nazywaja̧ siȩ grupami niearchimedesowymi. Jeśli grupa polska G jest grupa̧
niearchimedesowa̧, wówczas dowolna polska G-przestrzeń X posiada bazȩ, której
każdy element jest niezmienniczy wzglȩdem pewnej otwartej podgrupy grupy G. Pon-
adto dzia lanie G na przestrzeni X ma nastȩpuja̧ca̧ w lasność:

Dla dowolnego x ∈ X i zbioru otwartego W ⊆ G, fragment Wx

(Ξ) orbity elementu x zawiera podzbiór niezmienniczy wzglȩdem

pewnej otwartej podgrupy.

Polskie grupy niearchimedesowe sa̧ izomorficzne z domkniȩtymi podgrupami Sym(ω)
( Tw. 1.5.1 w [4]). To wraz z w lasnościa̧ (Ξ) powoduje, że indukowane przez nie
relacje orbit sa̧ klasyfikowalne przez przeliczalne modele. Ponieważ klasa relacji orbit
dopuszczaja̧ca klasyfikacjȩ przez przeliczalne modele jest istotnie szersza, naturalny
wydawa l siȩ pomys l os labienia warunku (Ξ). Idea ta zosta la zrealizowana w pracy
[H1].

Niech G bȩdzie grupa̧ polska̧ a X bȩdzie polska̧ G-przestrzenia̧.

Definicja Niech U ⊆ X bȩdzie zbiorem otwartym, zaś V ⊆ G niech bȩdzie ot-
wartym symetrycznym otoczeniem jedności 1G. Dla każdego A ⊆ X definujemy przez
indukcjȩ wstȩpuja̧cy cia̧g (V

[n]
U A)n∈ω zbiorów:{
V

[0]
U A = A ∩ U,
V

[n+1]
U A = V (V

[n]
U A) ∩ U.

Zbiór VUA =
⋃
n∈ω

V
[n]
U A nazywamy lokalnym VU -nasyceniem A. Dla każdego x ∈ X

lokalne nasycenie VU{x} zbioru {x} oznaczamy krótko VUx i nazywamy lokalna̧ VU -
orbita̧ elementu x.
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Jak  latwo zauważyć, lokalne nasycenia zbiorów borelowskich sa̧ zbiorami anality-
cznymi. Pokazujȩ, że lokalne orbity elementów przestrzeni X sa̧, podobnie jak zwyk le,
zbiorami borelowskimi.

Wraz z nowa̧ koncepcja̧ nasycenia wprowadzam nowe pojȩcie niezmienniczości -
lokalna̧ niezmienniczość.

Defnicja Niech U ⊆ X bȩdzie zbiorem otwartym, zaś V ⊆ G niech bȩdzie ot-
wartym symetrycznym otoczeniem jedności 1G. Mówimy, że zbiór A ⊆ X jest lokalnie
VU -niezmienniczy jeśli VUA = A ∩ U .

Zauważmy, że dla U i V , jak w powyższej definicji, wszystkie zbiory zawieraja̧ce U
oraz wszystkie zbiory roz la̧czne z U sa̧ lokalnie VU -niezmiennicze, zaś rodzina wszys-
tkich lokalnie VU -niezmienniczych podzbiorów przestrzeni X tworzy zupe lna̧ algebrȩ
Boole’a. Jeśli w sformu lowaniu w lasności (Ξ) dzia lań domkniȩtych grup permu-
tacji zasta̧pimy wystȩpuja̧ce tam pojȩcia ich lokalnymi odpowiednikami, otrzymamy
definicjȩ dzia lania ostatecznie otwartego.

Definicja Cia̧g le dzia lanie grupy polskiej G na przestrzeni polskiej X nazywamy
ostatecznie otwartym, jeśli dla dowolnego x ∈ X oraz otwartego symetrycznego otoczenia
jedności W ⊆ G istnieja̧ zbiór otwarty U ⊆ X oraz otwarte symetryczne otoczenie
jedności V ⊆ G takie, że x ∈ U oraz VUx ⊆ Wx.

Oczywíscie każda grupa polska posiada dzia lania ostatecznie otwarte, np. dzia lanie
na sobie przez sprzȩżenie. Ponieważ w lasność definiuja̧ca dzia lania ostatecznie otwarte
jest s labsza niż w lasność (Ξ), zatem wszystkie dzia lania domkniȩtych grup permutacji
sa̧ ostatecznie otwarte. Pokazujȩ, że implikacja odwrotna jest jednak nieprawdziwa,
tzn. istnieja̧ grupy, których wszystkie cia̧g le dzia lania sa̧ ostatecznie otwarte mimo,
że grupy te nie sa̧ izomorficzne z domkniȩtymi podgrupami Sym(ω).

Twierdzenie 4.1.1 (Proposition 2.8, [H1]) Wszystkie cia̧g le dzia lania grupy (R,+)
na przestrzeniach polskich sa̧ ostatecznie otwarte.

G lównym wynikiem pracy [H1] jest twierdzenie pokazuja̧ce, że klasa relacji orbit
indukowanych przez dzia lania ostatecznie otwarte pokrywa siȩ z klasa̧ relacji, które
sa̧ w sposób zupe lny klasyfikowalne przy użyciu uogólnionej analizy Scotta.

Uogólniona analiza Scotta jest istotna̧ metoda̧ badania relacji orbit. Zosta la ona
wprowadzona przez Hjortha i w sposób kompletny opisana w [12]. Jej g lównym
narzȩdziem sa̧ dziedzicznie przeliczalne niezmienniki φα(x, U, V ), U ⊆open X, V ⊆open
G, opowiadaja̧ce charakterystykom Scotta ([12], Chapter 6.2).
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Niech V = {Vn : n ∈ ω} bȩdzie przeliczlna̧ baza̧ symetrycznych otoczeń jedności,
a U = {Un : n ∈ ω} niech bȩdzie przeliczlna̧ baza̧ X.

Definicja (Hjorth) Niech x ∈ X. Dla każdego U ∈ U i V ∈ V definiujemy
zbiór φα(x, U, V ) przez jednoczesna̧ indukcjȩ wzglȩdem α:

φ1(x, U, V ) = {l : Ul ∈ U , VUx ∩ Ul 6= ∅},
φα+1(x, U, V ) = {〈φα(x′, Un, Vm), n,m〉 : x′ ∈ VUx, Un ⊆ U, Vm ⊆ V },
φλ(x, U, V ) = {〈φα(x, U, V ), α〉 : α < λ} dla λ granicznej .

Jedna̧ z podstawowych w lasności niezmienników Hjortha-Scotta wyraża nastȩpuja̧ce
zdanie.

Lemat (Hjorth) Dla każdego x ∈ X istnieje γ < ω1 taka, że dla wszystkich
U ∈ U , V ∈ V i x′, x′′ ∈ Gx mamy

(∃α < ω1)
(
φα(x′, U, V ) 6= φα(x′′, U, V )

)
⇒
(
φγ(x

′, U, V ) 6= φγ(x
′′, U, V )

)
.

Dla każdego x ∈ X najmniejsza̧ liczbȩ porza̧dkowa̧ γ posiadaja̧ca̧ w lasność opisana̧
powyższym lematem oznaczamy symbolem γ?(x). Liczba ta stanowi odpowiednik
rangi Scotta.

W pracy [H1] pos lugujȩ siȩ nie samymi niezmiennikami φα(x, U, V ), ale określonymi
przez nie zbiorami

Bα(x, U, V ) = {y ∈ X : φα(y, U, V ) = φα(x, U, V )}.

W tych terminach definicja zupe lności może być sformu lowana nastȩpuja̧co.

Definicja Niech G bȩdzie grupa̧ polska̧, a X polska̧ G-przestrzenia̧. System niezmi-
enników Hjortha-Scotta dla indukowanej na X relacji orbit jest zupe lny, gdy dla
każdego elementu x ∈ X prawdziwa jest równość Bγ?(x)+2(x,X,G) = Gx.

Jak wspomnia lam we Wprowadzeniu, zupe lność systemu niezmienników Hjortha-
Scotta implikuje klasyfikowalność przez przeliczalne modele (Lemma 6.30, [12]). Hjorth
udowodni l, że system uogólnionych niezmienników Scotta jest zupe lny dla wszystkich
relacji orbit indukowanych przez cia̧g le dzia lanie grupy Sym(ω). Pozostaje to prawda̧
dla wszystkich domkniȩtych grup permutacji, ale w przypadku dzia lania dowolnych
grup polskich systemy niezmienników Hjortha moga̧ nie być zupe lne. W ogólnej
sytuacji prawdziwe jest jedynie nastȩpuja̧ce zdanie.
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Twierdzenie (Hjorth) Dla każdych x ∈ X, U ∈ U , V ∈ V i liczby
porza̧dkowej α ≥ γ?(x) + 2 zachodzi równość:

Bγ?(x)+2(x, U, V ) = Bα(x, U, V ).

W szczególności, Bγ?(x)+2(x,X,G) = Bα(x,X,G).

Jeśli ustalimy dowolny element x ∈ X i rozszerzymy topologiȩ przestrzeni X
przez powiȩkszenie bazy o rodzinȩ zbiorów postaci Bβ(x, U, V ), β < γ?(x) + 2, wtedy
na mocy Lematu 6.32 z [12] otrzymamy topologiȩ wyznaczaja̧ca̧ taka̧ sama̧ rodzinȩ
zbiorów borelowskich jak topologia wyj́sciowa. Ponadto zgodnie z Lematem 6.33, [12],
Bγ?(x)+2(x,X,G) z topologia̧ podprzestrzeni, oznaczona̧ jako txγ?(x)+2, jest polska̧ G-

przestrzenia̧ (w pracy [18] pokazujȩ, że pozostaje to prawda̧, gdy γ?(x) + 2 zasta̧pimy
dowolna̧ liczba̧ porza̧dkowa̧ α, otrzymuja̧c toplogiȩ txα). Topologie txγ?(x)+2 wystȩpuja̧

w sformu lowaniu nastȩpuja̧cego twierdzenia, które jest g lównym wynikiem pracy [H1].

Twierdzenie 4.1.2. (Theorem 3.7, [H1]) Niech G bȩdzie grupa̧ polska̧, a X bȩdzie
polska̧ G-przestrzenia̧. Nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:

(1) Dzia lanie G na X jest ostatecznie otwarte.

(2) Dla dowolnychych x ∈ X, V ∈ V, U ∈ U , liczby porza̧dkowej α ≥ 1 i każdego
lokalnie VU -niezmienniczego zbioru borelowskiego A ∈ Σ0

α(X) ∪Π0
α(X) jeśli x ∈ A,

to Bα(x, U, V ) ⊆ A.

(3) Dla każdego x ∈ X zachodzi równość Gx = Bγ?(x)+2(x,X,G).

(4) Dla każdego x ∈ X odwzorowanie G → Gx: g → gx jest otwarte wzglȩdem
topologii txγ?(x)+2.

Ja̧dro powyższego twierdzenia stanowi równoważność warunków (1) i (3). Pozwala
ona dość skomplikowana̧ w lasność zupe lności systemu niezmienników Hjortha-Scotta
zasta̧pić znacznie prostszym warunkiem ostatecznej otwartości dzia lania. Punkt (4)
uzasadnia wybór terminu ostateczna otwartość.

W dowodzie Twierdzenia 4.1.2 pos lugujȩ siȩ nastȩpuja̧ca̧ charakteryzacja̧ zbiorów
postaci {Bα(x, U, V ) : x ∈ U}.

Twierdzenie 4.1.3. (Proposition 3.3, [H1]) Dla każdych U ∈ U , x ∈ U i V ∈ V
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prawdziwe sa̧ nastȩpuja̧ce równości:

B1(x, U, V ) =
⋂
n

{VUUn : VUx ∩ Un 6= ∅} ∩
⋂
n

{X \ VUUn : VUx ∩ Un = ∅},

Bα+1(x, U, V ) =
⋂
n,m

{VUBα(y, Un, Vm) : y ∈ Un, VUx ∩Bα(y, Un, Vm) 6= ∅}∩

∩
⋂
n,m

{X \ VUBα(y, Un, Vm) : y ∈ Un, VUx ∩Bα(y, Un, Vm) = ∅},

Bλ(x, U, V ) =
⋂
{Bα(x, U, V ) : α < λ}, dla λ granicznej .

Z Twierdzenia 4.1.3 wynika, że dla dowolnych U ∈ U , x ∈ U i V ∈ V rodzina
{Bα(x, U, V ) : x ∈ U} tworzy partycjȩ zbioru U na lokalnie VU -niezmiennicze zbiory
borelowskie. Ponadto, każda orbita zawarta w Bα(x, U, V ) jest w tym zbiorze gȩsta
wzglȩdem topologii txα. Zatem w lasności tej partycji sa̧ takie, jak w lasności kanon-
icznej partycji zdefiniowanej przez Beckera w pracy [2]1.

C.2 DZIA LANIA GRUP POLSKICH I ZBIORY DOPUSZCZALNE

Teoria rekursji pozostaje w naturalnym zwia̧zku z teoria̧ zbiorów dopuszczalnych.
Zbiór A nazywamy dopuszczalnym, jeśli jest on modelem dla systemu aksjomatów
KPU, w którym brak jest aksjomatu zbioru potȩgowego, a aksjomaty oddzielania
i podstawiania sa̧ ograniczone do ∆0-formu l. Modele te sa̧ rozumiane jako dwu-
sortowe struktury pewnego jȩzyka L zawieraja̧cego symbole ∅,∈, w których jeden
sort stanowia̧ atomy (ang. urelements) tworza̧ce zwykle strukturȩ pierwszego rzȩdu
wzglȩdem symboli z L \ {∅,∈}. Wysokościa̧ zbioru dopuszczalnego A nazywamy
najmniejsza̧ liczbȩ porza̧dkowa̧, która nie należy do A. Liczbȩ tȩ oznaczamy symbolem
o(A). Zatem w A spe lniony jest Aksjomat Nieskończoności, gdy o(A) > ω

Definicja Niech G bȩdzie rekurencyjnie prezentowalna̧ grupa̧ polska̧ z kanoniczna̧
baza̧ {Vm : m ∈ ω}, zaś X bȩdzie rekurencyjnie prezentowalna̧ G-przestrzenia̧ z baza̧
{Un : n ∈ ω}. Niech A bȩdzie zbiorem dopuszczalnym i o(A) > ω.

1. Element x ∈ X jest kodowalny w A, jeśli zbiór {n : x ∈ Un} jest elementem A.

2. Grupa G jest kodowalna w A, jeśli relacje {(k, l, n) : VkVl ⊆ Vn} oraz

{(k, l) : V −1k ⊆ Vl} należa̧ do A.

3. Dzia lanie G na X jest kodowalne w A, jeśli relacja {(k, i, j) : VkUi ⊆ Uj}
jest elementem A.

1Becker pokaza l, że istnieje jednoznacznie określona partycja przestrzeni X, X =
⋃
{Yt : t ∈ T},

na niezmiennicze Gδ-zbiory Yt taka, że każda G-orbita zawarta w Yt jest gȩsta w Yt.
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Zwia̧zki pomiȩdzy kodowalnościa̧ a efektywnościa̧ sa̧ dobrze znane i opisane w
wielu ksia̧żkach z deskryptywnej teorii mnogości, np. [1].

W sytuacji dzia lania logicznego grupy Sym(ω) na przestrzeni strukturXL, określone
powyższa̧ definicja̧ kodowanie jest naturalne i dobrze zrozumia le. Zauważy lam, że
nastȩpuja̧ce twierdzenie J.Barwise’a i M.Nadela (udowodnione w latach 70-ych) można
zinterpretować w powyższych terminach.

Twierdzenie ([1], Corollary 7.2). Niech A bȩdzie zbiorem dopuszczal-
nym, L ∈ A bȩdzie przeliczalnym jȩzykiem pierwszego rzȩdu i M bȩdzie
L-struktura̧ w A. Wtedy dla dowolnej L-struktury N, jeśli M i N spe lniaja̧
te same zdania z przeliczalnego fragmentu LA, to spe lniaja̧ one te same
zdania kwantyfikatorowego rzȩdu α ≤ o(A).

W istocie jest to konkretne stwierdzenie dotycza̧ce nastȩpuja̧cego ogólnego pyta-
nia.

Niech A bȩdzie zbiorem dopuszczalnym. Niech G, X oraz x ∈ X bȩda̧
kodowalne w A. W jakim stopniu G-orbita elementu x jest wyznaczona
przez niezmiennicze zbiory borelowskie, których kody borelowskie należa̧ do
A?

W pracy [H2] odpowiadam na to pytanie. Badam również kilka pokrewnych za-
gadnień, które w naturalny sposób powstaja̧, gdy rozważania dotycza̧ce dzia lania grup
polskich przenosimy na grunt efektywnej deskryptywnej teorii mnogości.

W [H2] pos lugujȩ siȩ druga̧ wersja̧ analizy Hjortha-Scotta. Kluczowa̧ rolȩ pe lnia̧
w niej niesymetryczne relacje ≤α zdefiniowane nastȩpuja̧co.

Definicja (Hjorth) Dla x, y ∈ X oraz bazowych otwartych zbiorów V,W ⊆
G przyjmujemy:

(y, V ) ≤1 (x,W ), jeśli V · y ⊆ W · x

(y, V ) ≤α+1 (x,W ), jeśli dla każdego bazowego zbioru otwartego V ′ ⊆ V
istnieje bazowy zbiór otwarty W ′ ⊆ W taki, że (x,W ′) ≤α (y, V ′)

(y, V ) ≤λ (x,W ), jeśli (y, V ) ≤α (x,W ) dla każdej liczby α < λ,
gdy λ jest graniczna .
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W [12] pokazano, że relacje ≤α sa̧ przechodnie oraz (y, V ) ≤α (x,W ) implikuje
(y, V ) ≤β (x,W ), gdy β ≤ α. Ponadto dla każdej liczby porza̧dkowej α i każdego
elementu x′ ∈ G ·x zachodzi równość: (x,G) ≤α (x′, G). Ważna̧ w lasność tych relacji
wyraża nastȩpuja̧ce zdanie.

Lemat (Hjorth) Niech x, y ∈ X, V,W ⊆ G bȩda̧ bazowymi zbiorami
otwartymi, zaś α bȩdzie przeliczalna̧ liczba̧ porza̧dkowa̧ taka̧, że (y, V ) ≤α
(x,W ). Wówczas dla dowolnego Π0

α-zbioru B ⊆ X, jeśli x należy do
transformaty Vaughta B∗W , to y ∈ B∗V .

∗-Transformatȩ Vaughta definujemy nastȩpuja̧co:

B∗W = {x ∈ X : {g ∈ W : gx ∈ B} jest zbiorem drugiej kategorii Baire’a w zbiorze W}.

Hjorth udowodni l w [12], że jeśli {Vn : n ∈ ω} jest baza̧ G, wówczas relacja
{(y, x, n, k) : (y, Vk) ≤α (x, Vn)} jest borelowskim podzbiorem X2 × ω2, dla każdej
liczby porza̧dkowej α < ω1.

W pracy [H2] dowodzȩ nastȩpuja̧cej efektywnej wersji tej w lasności.

Twierdzenie 4.2.1. (Lemma 1, [H2]) Niech X, G bȩda̧ rekurencyjnie prezen-
towalne oraz {Vn : n ∈ ω} bȩdzie kanoniczna̧ baza̧ G. Niech operacje grupowe i
dzia lanie G na X bȩda̧ hiperarytmetyczne. Wówczas dla każdej liczby porza̧dkowej
α < ωCK1 relacja

Hα = {(y, x, n, k) : (y, Vk) ≤α (x, Vn)}
jest hiperarytmetyczna.

Wykorzystuja̧c ten fakt, formu lujȩ nastȩpuja̧ca̧ odpowiedź na pytanie postawione
we Wprowadzeniu.

Twierdzenie 4.2.2. (Theorem 2, [H2]) Za lóżmy, że G, X sa̧ rekurencyjnie
prezentowalne, operacje grupowe G i dzia lanie G na X sa̧ hiperarytmetyczne. Jeśli
x, y ∈ X, x jest hiperarytmetyczny oraz x, y należa̧ do tych samych hiperarytmety-
cznych zbiorów niezmienniczych, to dla każdej liczby porza̧dkowej α ≤ ωCK1 (ζ) x, y
należa̧ do tych samych niezmienniczych zbiorów borelowskich, których rza̧d borelowski
jest równy α.

Przyjmuja̧c za lożenia o kodowalności w zbiorze dopuszczalnym A dzia lań grupowych
grupy G oraz dzia lania G na przestrzeni X, otrzymujȩ odpowiedź na wersjȩ tego py-
tania podana̧ na pocza̧tku czȩści C.2.
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Twierdzenie 4.2.3. (Theorem 4, [H2]) Niech A bȩdzie zbiorem dopuszczalnym i
o(A) > ω. Niech G, X oraz x ∈ X bȩda̧ kodowalne w A. Wówczas dla dowolnego
elementu y ∈ X, jeśli x i y sa̧ w tych samych niezmienniczych zbiorach borelowskich,
których kody borelowskie należa̧ do A, to dla każdej liczby porza̧dkowej α ≤ o(A),
elementy x, y należa̧ do tych samych niezmienniczych zbiorów borelowskiego rzȩdu α.

W przypadku zbiorów dopuszczalnych spe lniaja̧cych Aksjomat Nieskończoności,
powyższe twierdzenie rozszerza rezultat Barwise’a i Nadela na dzia lania dowolnych
grup polskich.

Kilka wersji powyżego twierdzenia dla przypadku domkniȩtych grup permutacji
przedstawi lam w preprincie [17]. Dowody tych twierdzeń sa̧ bardzo technicznymi
modyfikacjami rozumowań Nadela z pracy [19]. W cia̧gu kilku lat uda lo mi siȩ opra-
cować i zrealizowć nowe podej́scie, które zaowocowa lo wynikami zaprezentowanymi w
pracy [H2]. Podej́scie to z jednej strony eliminuje ograniczenie rozważań do domkniȩtych
grup permutacji, z drugiej zaś czyni rozumowania bardziej przejrzystymi i natural-
nymi.

C.3 Z LOŻONOŚĊ KLAS SPRZȨŻENIA W GRUPIE A(Q).

Wyniki przedstawione w pracach [H1-H2] odnosza̧ siȩ do ogólnej sytuacji dzia lania
dowolnej grupy polskiej na dowolnej przestrzeni polskiej. W pracach [H3-H4] rozważam
dzia lania z dodatkowymi warunkami lub zupe lnie konkretne przypadki, uzyskuja̧c
rezultaty bardziej szczegó lowe.

W pracy [H3] analizujȩ, interesuja̧cy z punktu widzenia algebry topologicznej,
przypadek dzia lania grupy polskiej na zbiorze swoich elementów przez sprzȩżenie.
Powstaja̧ca w tej sytuacji relacja orbit jest relacja̧ sprzȩżenia, a same orbity - sa̧
klasami sprzȩżenia. Ważnym przyk ladem takiej relacji jest relacja sprzȩżenia w
grupie A(Q), wszystkich zachowuja̧cych porza̧dek bijekcji zbioru Q liczb wymiernych.
Relacja ta posiada ciekawa̧ strukturȩ algebraiczna̧ i od dawna stanowi przedmiot
badań wielu matematyków, m.in. J.Trussa, M.Foremana. Praca [H3] poświȩcona
jest z lożoności klas sprzȩżenia w grupie A(Q). Ponieważ grupa ta jest domkniȩta̧
podgrupa̧ grupy Sym(ω), dlatego moje rozważania rozpoczynam od analizy relacji
sprzȩżenia w Sym(ω).

Wiadomo, że relacja sprzȩżenia w grupie Sym(ω) jest g ladka, a wiȩc i borelowska.
Klasȩ sprzȩżenia dowolnej permutacji σ określa funkcja fσ : ω −→ ω ∪ {ω} zwana
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typem cykli i zdefiniowana nastȩpuja̧co:

fσ(n) =

{
liczba nieskończonych cykli w σ, dla n = 0
liczba cykli d lugości n w σ, dla n > 0.

Dwie permutacje sa̧ sprzȩżone wtedy i tylko wtedy, gdy ich typy cykli sa̧ równe. Niech
S bȩdzie zbiorem wszystkich permutacji σ takich, że fσ(n) = 0, dla prawie wszys-
tkich n ∈ ω. Przedstawione w pracy [H3] wyniki dotycza̧ce Sym(ω) podsumowujȩ
nastȩpuja̧cym twierdzeniem zawieraja̧cym zupe lny opis z lożności klas sprzȩżenia.

Twierdzenie 4.3.1. ((Theorem 1.8, [H3]) Klasa sprzȩżenia dowolnej permutacji
ρ ∈ Sym(ω) jest Π0

3-zbiorem. Ponadto, klasa sprzȩżenia ρ jest
(1) Gδ-zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy spe lniony jest jeden z warunków:
(a) fρ(0) = 0 lub (b) fρ(0) = 1 i f ∈ S;
(2) zbiorem domkniȩtym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n > 0 taka, że
fρ(n) = ω i fρ(k) = 0, dla k 6= n;
(3) Fσ-zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy ρ ∈ S, fρ(0) = 0 i istnieje n ∈ ω taka, że
fρ(n) = ω i fρ(k) < ω, dla k 6= n.

Relacja sprzȩżenia w grupie A(Q) jest bardziej skomplikowana. Na mocy wspom-
nianych we Wprowadzeniu rezultatów Foremana i Samiego, jest ona zupe lna̧ relacja̧
analityczna̧ i posiada klasy sprzȩżenia o dowolnie dużej z lożoności borelowskiej. Opisuje
siȩ je przy użyciu pojȩcia orbitalu.

Niech f ∈ A(Q). Każdej liczbie wymiernej x można przypisać zbiór

{q ∈ Q : (∃m,n ∈ Z)(fn(x) ≤ q ≤ fm(x))},

który nazywamy orbitalem f wyznaczonym przez x, oraz liczbȩ ℘f (x) ∈ {−1, 0,+1},
określaja̧ca̧ znak (nie)równości pomiȩdzy f(x) i x, zwana̧ parzystościa̧ x. Każdy
orbital jest wyznaczony przez dowolny swój element i jest przedzia lem w zbiorze Q,
zaś funkcja parzystości jest sta la na każdym orbitalu (ta̧ sta la̧ wartość nazywamy
parzystościa̧ orbitalu). Rodzina Of , wszystkich orbitali f , tworzy partycjȩ zbioru
liczb wymiernych Q i jest liniowo uporza̧dkowana przez naturalny czȩściowy porza̧dek
� na rodzinie przedzia lów. Na mocy klasycznego wyniku Schreiera i Ulama,

f i g sa̧ sprzȩżone wtedy i tylko wtedy, gdy porza̧dki (Of ,�) i (Og,�) sa̧
izomorficzne przez izomorfizm zachowuja̧cy parzystość orbitali.

Truss poda l w [21] nastȩpuja̧ca̧ charakteryzacjȩ automorfizmów generycznych.
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Klasa sprzȩżenia automorfizmu f ∈ A(Q) zbiorem drugiej kategorii Baire’a
wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego i ∈ {−1, 0,+1} rodzina Oif orbitali
przystości i jest gȩsta i nieograniczona w Of .

G lównym wnioskiem przedstawionych w pracy [H3] wyników dotycza̧cych A(Q)
jest opis klas sprzȩżenia ma lej z lożoności w A(Q).

Twierdzenie 4.3.2. (Theorem 2.8, [H3])
(1) Automorfizm trywialny jest jedynym auomorfizmem, którego klasa sprzȩżenia jest
Fσ-zbiorem.
(2) Klasa sprzȩżenia f jest Gδ-zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy f jest automorfizmem
generycznym lub istnieje skończona partycja {A0, A1, . . . , An−1} rodziny Of taka, że
dla każdego k < n:
(a) A0 ∪ A1 ∪ . . . ∪ Ak jest odcinkiem pocza̧tkowym (Of ,�f );
(b){i : Ak ∩ Oif 6= ∅} \ {i : Ak+1 ∩ Oif 6= ∅} 6= ∅ oraz

{i : Ak+1 ∩ Oif 6= ∅} \ {i : Ak ∩ Oif 6= ∅} 6= ∅;
(c) spe lniony jest jeden z nastȩpuja̧cych warunków:

(i) Ak sk lada siȩ z jednego orbitalu;

(ii) Ak jest zawarty w O0
f i nie ma końców;

(iii) istnieja̧ różne i, j ∈ {−1, 0,+1} takie, że Ak ⊆ Oif ∪ O
j
f

i każdy ze zbiorów Oif ,O
j
f jest gȩsty i nieograniczony w Ak.

Podstawowym narzȩdziem wykorzystanym w tym twierdzeniu jest charakteryzacja
ι-zanurzalności, w lasności wprowadzonej przez H.Beckera (zdefiniowanej niżej). Moja
charakteryzacja (Theorem 2.2, [H3]) może być również rozpatrywana jako warunek
konieczny do tego, by dwie klasy sprzȩżenia można by lo oddzielić zbiorem typu Gδ.
Wykorzystujȩ ja̧ w dowodach wielu stwierdzeń opisuja̧cych relacjȩ sprzȩżenia w grupie
A(Q). Można ja̧ uznać za g lówny wynik pracy.

Metoda ι-zanurzeń Beckera (wprowadzona w pracach [2] i [3]) bazuje na nastȩpuja̧cej
definicji.

Definicja (Becker) NiechG bȩdzie grupa̧ polska̧, aX bȩdzieG-przestrzenia̧
polska̧. Niech (gn) bȩdzie cia̧giem elementów grupy G, a x i y bȩda̧ ele-
mentami przestrzeni X.

(1) (gn) nazywamy ι-cia̧giem jeśli jest on cia̧giem Cauchy’ego wzglȩdem
pewnej (równ. każdej) lewostronnie niezmienniczej metryki zgodnej.
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(2) (gn) nazywamy ι-zanurzeniem x w y jeśli (gn) jest ι-cia̧giem oraz
lim
n→∞

gnx = y. Mówimy, że x zanurza siȩ w y, gdy istnieje ι-zanurzenie
x w y.

Jeśli x zanurza siȩ w y, to x′ zanurza siȩ w y′, dla dowolnych x′ ∈ Gx i y′ ∈ Gy.
Zatem ι-zanurzalność jest relacja̧ na zbiorze orbit. Becker dowodzi, że jeśli orbitȩ Gy
można oddzielić zbiorem Gδ od orbity Gx, to x nie zanurza siȩ w y. A zatem warunek
opisuja̧cy kiedy x nie zanurza siȩ w y jest konieczny do tego, by orbitȩ Gy można by lo
oddzielić od orbity Gx.

G lówne twierdzenie (Theorem 2.2) określa warunek konieczny i dostateczny do
istnienia ι-zanurzenia pomiȩdzy para̧ automorfizmów. Mimo tego, że sformu lowanie
jest dość skomplikowane, można je efektywnie stosować. Czȩść wyników pracy [H3]
formu lujȩ w jȩzyku ι-zanurzeń. W szczególności pokazujȩ, że o ile w przypadku
sprzȩżenia w grupie Sym(ω) brak możliwości ι-zanurzenia jednej orbity w druga̧ jest
warunkiem nie tylko koniecznym, ale i dostatecznym do możliwości oddzielenia drugiej
orbity od pierwszej Gδ-zbiorem, to w grupie A(Q) jest to jedynie warunek konieczny.

Ciekawa̧ różnicȩ miȩdzy w lasnościami ι-zanurzeń w obu grupach obserwujȩ także w
odniesieniu do zbiorów postaci Emb(x) = {y : x zanurza siȩ w y}. W grupie Sym(ω)
każdy taki zbiór jest borelowski. Wykorzystuja̧c charakteryzacjȩ przeliczalnych liczb
dopuszczalnych, podana̧ przez H. Friedmana w pracy [9], konstruujȩ przyk lad auto-
morfizmu f ∈ A(Q), dla którego Emb(f) nie jest zbiorem borelowskim.

C.4 Gδ-KAWA LKI KANONICZNYCH PARTYCJI

Rozważamy cia̧g le dzia lania domkniȩtych grup permutacji. Poniżej G oznacza
taka̧ w laśnie grupȩ, zaśNG - jej standardowa̧ baza̧, której elementami sa̧ z lewostronne
warstwy stabilizatorów skończonych podzbiorów ω. Becker wprowadzi l w pracy [3]
nastȩpuja̧ce pojȩcie.

Definicja (Becker) Niech G < Sym(ω) bȩdzie podgrupa̧ domkniȩta̧, a X
przstrzenia̧ polska̧. Toplogia t na X jest mi la (ang. nice) dla G-przestrzeni
(〈X, τ〉, G) jeśli spe lnione sa̧ nastȩpuja̧ce warunki:
(a) t jest topologia̧ polska̧ bogatsza̧ niż τ i dzia lanie G na X pozostaje
cia̧g le wzglȩdem t.
(b) Istnieje baza B topologii t posiadaja̧ca nastȩpuja̧ce w lasności:
(i) B jest przeliczalna;
(ii) dla dowolnych B1, B2 ∈ B, B1 ∩B2 ∈ B;
(iii) dla dowolnego B ∈ B, X \B ∈ B;
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(iv) dla dowolnych B ∈ B i u ∈ NG, B?u ∈ B;
(v) dla dowolnego B ∈ B istnieje podgrupa otwarta H < G taka,
że B jest H-niezmiennicza.
Bazȩ spe lniaja̧ca̧ warunki (b) nazywamy mi la̧ baza̧.

Pojȩcie mi lych topologii dobrze ilustruje klasyczny przyk lad dzia lania logicznego.
Przypomnijmy krótko, że dzia laniem logicznym nazywamy naturalne dzia lanie grupy
permutacji Sym(ω) na zbiorze 2ω traktowanym jako rodzina XL przeliczalnych struk-
tur pewnego przeliczalnego relacyjnego jȩzyka pierwszego rzȩdu L. ZbiórXL z odpowiednia̧
topologia̧ (produktowa̧) τ tworzy polska̧ Sym(ω)-przestrzeń wzglȩdem tego dzia lania.
Na zbiorze XL można określić inna̧ naturalna̧ topologiȩ. Jeśli F jest przeliczalnym
fragmentem Lω1ω (tzn. zawiera wszystkie formu ly atomowe i jest domkniȩty na pod-
formu ly, spójniki Boole’owskie i kwantyfikatory), wówczas rodzina BF = {Mod(φ, s̄) :
φ ∈ F, s̄ ∈ ω<ω}, gdzie Mod(φ, s̄) = {M ∈ XL : M |= φ[s̄]}, generuje na XL topologiȩ
polska̧ bogatsza̧ niż τ . Becker pokaza l w [3], że topologia ta jest mi la wzglȩdem τ , a
rodzina BF jest jej mi la̧ baza̧.

Becker udowodni l, że gdyG jest domkniȩta̧ grupa̧ permutacji, to każdaG-przestrzeń
polska (〈X, τ〉, G) posiada mi la̧ topologiȩ. Sta lo siȩ to podstawa̧ jego podej́scia do
znanych hipotez dotycza̧cych polskich G-przestrzeni w pracach [2] (gdzie mi le topolo-
gie pojawia ly siȩ niejawnie) i [3].

W poniższych rozważaniach przyjmujȩ, że t jest ustalona̧ mi la̧ topologia̧ na X, a
B jest jej ustalona̧ mi la̧ baza̧. W [H4] wprowadzam pojȩcie kompanionu.

Definicja Niech X0 bȩdzie niepustym niezmienniczym podzbiorem pewnego kawa lka
kanonicznej τ -partycji przestrzeni X, X =

⋃
{Yt : t ∈ T}, na niezmiennicze Gδ-zbiory

Yt takie, że każda orbita zawarta w Yt jest gȩsta w Yt. Niezmienniczy τ -Gδ-zbiór X1

nazywamy kompanionem X0 jeśli X1 = X0 wzglȩdem topologii τ oraz każdy zbiór
B ∈ B jest τ -otwarty na X1.

Przyk lad dzia lania logicznego stanowi również motywacjȩ dla mojej koncepcji
kompanionu. Niech F bȩdzie zbiorem wszystkich formu l pierwszego rzȩdu. Niech X0

bȩdzie zbiorem wszystkich przeliczalnych modeli pewnej teorii T zupe lnej w stosunku
do formu l uniwersalnych. Ponieważ każdy kawa lek partycji kanonicznej przestrzeni
(X, τ) jest zbiorem struktur, które spe lniaja̧ te same uniwersalne/egzystencjalne formu ly,
wszystkie modele przeliczalne teorii T∀ tworza̧ kawa lek partycji kanonicznej. Jeśli
X1 ⊂ X0 jest zbiorem wszystkich przeliczalnych modeli pewnej ∀∃-teorii T ∗, to
warunek, by każdy zbiór B ∈ BF by l τ -otwarty na X1, oznacza, że w klasie struktur
należa̧cych do X1 każda formu la pierwszego rzȩdu jest równoważna z formu la̧ egzys-
tencjalna̧. Określa to modelowa̧ zupe lność teorii T ∗. W tej sytuacji warunek X0 = X1
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oznacza, że T ∗ jest modelowym kompanionem teorii T . Ten przyk lad t lumaczy moja̧
terminologiȩ.

Warto zauważyć, że moja definicja kompanionu jest trochȩ s labsza i dlatego możliwe
sa̧ sytuacje, gdy kawa lek X0 posiada wiele kompanionów (w teorii modeli każda teoria
ma co najwyżej jeden kompanion). Oczywiste jest natomiast, że kawa lek kanonicznej
partycji może mieć nie wiȩcej niż jeden kompanion, który jest orbita̧. Co wiȩcej, jeśli
kawa lek kanonicznej partycji zawiera orbitȩ, która jest Gδ-zbiorem, to jest ona jego
kompanionem wzglȩdem wszystkich mi lych topologii. Wynika to z nastȩpuja̧cej uwagi
przedstawionej w pracy [H4].

Twierdzenie 4.4.1. (Proposition 1.4, [H4]) Niech X1 bȩdzie Gδ-podzbiorem X
takim, że X1 = Gx, dla pewnego (każdego) x ∈ X1. Wówczas każda mi la topologia na
X jest równa τ na X1.

Twierdzenie to wys lowione w jȩzyku ι-zanurzeń oznacza, że dla dowolnej mi lej
topologii t, każde ι-zanurzenie na X1 wzglȩdem τ jest ι-zanurzeniem wzglȩdem t. Jest
to uogólnienie twierdzenia Lindströma o modelowej zupe lności teorii ω-kategorycznych.

Powyższe w lasności t lumacza̧, dlaczego pytanie o to, kiedy kawa lek kanonicznej
partycji zawiera Gδ-orbitȩ, jest dla nas zagadnieniem centralnym.

Na pocza̧tku rozważam zagadnienie istnienia kompanionu. W Sekcji 2 pracy [H4]
pokazujȩ, że tu także moje pojȩcie różni siȩ od teoriomodelowego.

Twierdzenie 4.4.2. (Proposition 2.1, [H4]) Każdy kawa lek partycji kanonicznej
posiada kompanion.

Kompaniony sa̧ z lożone z elementów, które definiujȩ przez analogiȩ z pojȩciami
znanymi z forsingu. Niech B bȩdzie mi la̧ baza̧, a X0 niezmienniczym Gδ-zbiorem.
Element x ∈ X0 nazywamy B-generycznym w X0, jeśli dla każdego B ∈ B istnieje
τ -otwarte otoczenie A elementu x takie, że B jest zbiorem pierwszej lub drugiej
kategorii Baire’a na A ∩ X0. Element x jest ścísle generyczny, jeśli zbiór A można
dobrać tak, by drugi warunek spe lniony by l dok ladnie wtedy, gdy x ∈ B. Dowodzȩ,
że wszystkie ścísle generyczne elementy tworza̧ niezmienniczy zbiór drugiej kategorii
na X0, a każdy kompanion jest jego podzbiorem.

W centralnej czȩści pracy [H4] (Sekcja 3) rozważam pytanie, kiedy kawa lek kanon-
icznej partycji zawiera Gδ-orbitȩ. G lówne twierdzenie tej czȩści nasuwa skojarzenia z
teorio-modelowym twierdzeniem Saracino o isnieniu modelowego kompanionu teorii
ω-kategorycznej. Chociaż jest ono dość techniczne, pomys l jest  latwy do prezentacji.
Najpierw przenoszȩ z logiki pojȩcie typu.
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Definicja Niech t bȩdzie mi la̧ topologia̧ z mi la̧ baza̧ B. Niech H bȩdzie podgrupa̧
otwarta̧ G, zaś X̂0 bȩdzie niezmienniczym t-Gδ-podzbiorem X.

(1) Rodzinȩ F ⊆ B nazywamy H-typem w X̂0, jeśli jest ona rodzina̧ maksymalna̧
ze wzglȩdu na nastȩpuja̧ warunki:
(a) każdy zbiór B ∈ F jest H-niezmienniczy;
(b) X̂0 ∩

⋂
F 6= ∅.

(2) H-typ F nazywamy g lównym jeśli istnieje BF ∈ F taki, że BF ∩ X̂0 ⊆ B∩ X̂0,
dla każdego B ∈ B.

Otrzymujȩ twierdzenie, które jest odpowiednikiem twierdzenia Rylla-Nardzewskiego
o teoriach ω-kategorycznych.

Twierdzenie 4.4.3. (Theorem 3.4 w [H4]) Rozważmy partycjȩ kanoniczna̧ wzglȩdem
mi lej topologii t. Kawa lek X̂0 tej partycji jest orbita̧ dok ladnie wtedy, gdy dla każdej
otwartej podgrupy H < G, każdy H-typ w X̂0 jest g lówny.

G lówny wynik pracy - Twierdzenie 3.6 (typu Saracino) określaja̧ce warunek dostate-
czny do tego, by kawa lek kanonicznej partycji zawiera l orbitȩ, która jest kompanionem
(czyli Gδ-zbiorem) jest dalszym rozwiniȩciem Twierdzenia 4.4.3.

Moje badania posumowujȩ analiza̧ pojȩcia kompanionu dla relacji sprzȩżenia w
grupie A(Q). Korzystaja̧c z wyników pracy [H3] otrzymujȩ w Rozdziale 4 pracy [H4]
nastȩpuja̧ce twierdzenie.

Twierdzenie 4.4.4. (Theorem 4.3, [H4]) Każdy kawa lek kanonicznej partycji
A(Q) zawiera klasȩ sprzȩżenia, która jest zbiorem typu Gδ.

5. OMÓWIENIE POZOSTA LYCH OSIA̧GNIȨĆ NAUKOWO-BADAWCZYCH

Przedstawiȩ krótko prowadzone po doktoracie badania, których wyniki zosta ly
zawarte w nastȩpuja̧cych pracach.

[P1] Equivalence relations induced by some locally compact groups

of homeomorphisms of 2N , Colloq. Math., 103(2005), 287 - 301.

[P2] Polish group actions, nice topologies and admissible sets,

Math. Logic Quart. 54(2008), no.6, 597- 616.

[P3] Inert subgroups of uncountable universal locally finite groups ,

Comm. Math. Univ. Carol. 44(2003), 615 - 622 ,
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[P4] Strong boundedness and algebraically closed groups ,

Comm. Math. Uni. Carol., 48(2007), 205 - 209.

Pierwsze dwie prace sa̧ zwia̧zane z tematem rozprawy habilitacyjnej, a dwie os-
tatnie poświȩcone sa̧ pewnym teoriomnogościowym (topologicznym) pytaniom w al-
gebrze (- dlatego powyższe uporza̧dkowanie nie jest chronologiczne).

5.1 Problematyka pracy [P1] zainspirowana zosta la badaniami Kechrisa nad dzia laniem
grup lokalnie zwartych ([15]). Kechris analizowa l m.in. dzia lania lokalnie zwartych
grup spe lniajaja̧cych drugi aksjomat przeliczalności. Udowodni l on, że jeśli G jest
taka̧ grupa̧, wtedy dowolna̧ standardowa̧ borelowska̧ G-przestrzeń X można w sposób
jednoznaczny przedstawić jako sumȩ X = U ∪ C dwu roz la̧cznych niezmienniczych
zbiorów borelowskich tak, by dla indukowanej na X relacji orbit E spe lnione by ly
nastȩpuja̧ce warunki:

(1) E|C jest przeliczalna, tzn. każda E|C-orbita jest przeliczalna ;

(2) Istnieje borelowski zbiór Z ⊆ U maja̧cy przeliczalny przekrój z każda̧

E|U -orbita̧ taki, że relacja E|U jest borelowsko izomorficzna z relacja̧

(E|Z)× IdR określona̧ na produkcie Z × R.

Zbiory U i C nazywaja̧ siȩ odpowiednio czȩścia̧ cia̧g la̧ i przeliczalna̧ relacji E.

W przypadku konkretnego dzia lania pojawia siȩ naturalne pytanie o to, czy można
wybrać zbiór Z i borelowski izomorfizm miȩdzy Z × R i czȩścia̧ cia̧g la̧ U tak, by
mia ly one ma la̧ z lożoność borelowska̧. W pracy [P1] analizujemy takie zagadnienie w
nastȩpuja̧cej sytuacji.

Niech T bȩdzie lokalnie skończonym drzewem z korzeniem, a B(T ) jego granica̧
(tzn. przestrzenia̧ ga lȩzi). Rozważam dzia lania na przestrzeni B(T ) pewnych lokalnie
zwartych grup jej homeomorfizmów. Szczególnie interesuja̧ mnie izometrie lokalne.
Homeomorfizm f : B(T ) → B(T ) nazywamy izometria̧ lokalna̧, jeśli każda ga la̧ź
x ∈ B(T ) posiada otoczenie U ⊆ B(T ) takie, że f przekszta lca U na f [U ] izome-
trycznie. Izometrie lokalne tworza̧ podgrupȩ domkniȩta̧ nieco szerszej grupy homeo-
morfizmów typu Thomsona, która̧ również analizujȩ w [P1]. G lównym wynikiem pracy
jest nastȩpuja̧ca uszczegó lowiona wersja twierdzenia Kechrisa dla lokalnie zwartych
grup izometrii lokalnych (wersja Twierdzenia 9 w Sekcji 2.2 w [P1]).

Twierdzenie 5.1.1. (Theorem 9, [P1]) Niech G bȩdzie lokalnie zwarta̧ grupa̧
izometrii lokalnych, E indukowana̧ na B(T ) relacja̧ orbit, zaś U ⊆ B(T ) jej cia̧g la̧
czȩścia̧. Istnieje Gδ-zbiór Z maja̧cy przeliczalne przekroje ze wszystkimi orbitami
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relacji E|U i homeomorfizm φG : Z × 2N → U taki, że(
φG((z, δ)), φG((z′, δ′))

)
∈ E|U ⇐⇒ zEz′.

(Korekta: W Lemacie 7 w [P1] zbiory Gn tworza̧ grupy tylko przy dodatkowym
za lożeniu, że G sk lada siȩ z izometrii lokalnych. Dlatego w Twierdzeniu 9 w pracy
[P1] zamiast ogólnego za lożenia, że G jest grupa̧ homeomorfizmów typu Thomsona,
trzeba przyja̧ć mocniejsze za lożenie, że G jest grupa̧ izometrii lokalnych).

Zatem w rozważonym przyk ladzie, zbiór i borelowski izomorfizm, których istnienie
postuluje twierdzenie Kechrisa, maja̧ bardzo ma la̧ z lożoność.

Praca [P1] zawiera wiele przyk ladów. Szczególnie ciekawy jest przypadek grup
proskończonych.

Twierdzenie 5.1.2. (Proposition 13, [P1]). Niech G bȩdzie grupa̧ proskończona̧
maja̧ca̧ przeliczalna̧ bazȩ. Istnieje lokalnie skończone drzewo T i izometryczne dzia lanie
G na T takie, że określona przez nie G-przestrzeń B(T ) jest uniwersalna̧ borelowska̧
G-przestrzenia̧.

Dowodzȩ również (Proposition 14, [P1]), że bez za lożenia domkniȩtościG w Iso(T )
(co wyprowadza poza klasȩ grup proskończonych), opis możliwych relacji orbit staje
siȩ bardzo skomplikowany: grupa G może mieć dwie realizacje dzia lań na drzewach,
które indukuja̧ relacje orbit nieporównywalne wzglȩdem redukowalności borelowskiej.

5.2. Praca [P2] jest zwia̧zana z praca̧ [H4]. W [P2] rozważam zagadnienia kodowa-
nia i efektywności obiektów z [H4].

Moje podej́scie można opisać analizuja̧c sytuacjȩ dzia lania logicznego. Niech XL

bȩdzie przestrzenia̧ struktur przeliczalnych jȩzyka L. Niech F bȩdzie przeliczalnym
fragmentem Lω1ω, zaś tF i BF bȩda̧ odpowiednio zadana̧ przez F mi la̧ topologia̧ i jej
mi la̧ baza̧. Rozważmy dzia lanie logiczne Sym(ω) na przestrzeni (XL, tF ) oraz zbiór
dopuszczalny HF(M) dziedzicznie skończonych zbiorów na pewnym modelu M ∈
XL. Standardowe konstrukcje uogólnionej obliczalności umożliwiaja̧ kodowanie w
modelu HF(M) niektórych niezmienniczych relacji na BF określaja̧cych topologiczne
w lasności bazy. Ponadto, z lożoność tych relacji na BF odpowiada z lożoności formu l,
które opisuja̧ te relacje w HF(M).

W pracy [P2] analizujȩ bardziej ogólna̧ sytuacjȩ: dzia lania domkniȩtej grupy per-
mutacji G na dowolnej przestrzeni polskiej (X, τ). Aby pracować w sytuacji podobnej
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do przypadku dzia lania logicznego, każdemu elementowi x ∈ X przypisujemy struk-
turȩ Mx jȩzyka pierwszego rzȩdu LNA, odpowiednio zdefiniowanego w pracy. Jest
to cia̧g le odwzorowanie X w przestrzeń LNA-struktur, które elementom z tej samej
orbity przyporza̧dkowuje struktury izomorficzne.

G lównym obiektem badań sa̧ zbiory dopuszczalne postaci HF(Mx) i mi le topologie
G-przestrzeni 〈X, τ〉. W Twierdzeniu 3.3 [P2] podajȩ konkretne przyk lady takich
topologii. W rozdziale czwartym opisujȩ sposoby kodowania mi lych baz tych topologii
w HF(Mx). Pokazujȩ, że podobnie jak w przypadku dzia lania logicznego, w HF(Mx)
można formalizować wiele zagadnień zwia̧zanych z kategoria̧ Baire’a (Rozdzia l 5). W
szczególności relacja forsingowa wprowadzona w pracy [H4] może być zakodowana w
HF(Mx).

Opisujȩ również pewne zwia̧zki z w lasnościami zbiorów typu HF(M) (np. spe lnianie
twierdzeń uniformizacyjnych, Rozdzia l 6) i podajȩ różne przyk lady. Przyk lad dzia lania
grupyA(Q) przez sprzȩżenie jest chyba najciekawszy. Wymaga l on rozważenia pewnych
wzbogaceń teorii elementarnej generycznych automorfizmów (Q, <).

Zagadnienia kodowania w zbiorach dopuszczalnych by ly bardzo popularne w logice
lat 80-tych XX-go wieku. G lównym promotorem tych badań by l John Barwise. Mimo
tego, że po jego śmierci aktywność tego kierunku jest mniejsza, uważam, że metody
tego dzia lu odegraja̧ istotna̧ rolȩ dla kilku znanych problemów logiki matematycznej.

5.3 Praca [P3] jest motywowana pytaniem V.Belyaeva ([5],) czy nieprzeliczalne
lokalnie skończone grupy posiadaja̧ nietrywialna̧ topologiȩ (Belyaev pokaza l, że w przy-
padku przeliczalnym odpowiedź jest pozytywna). Rozważam to pytanie w pewnej
szczególnej klasie grup lokalnie skończonych.

Lokalnie skończona grupa G nazywa siȩ uniwersalna̧ grupa̧ lokalnie skończona̧, jeśli
każda grupa skończona zanurza siȩ w G i każdy izomorfizm pomiȩdzy jej skończonymi
podgrupami rozszerza siȩ do automorfizmu wewnȩtrznego. Wiadomo ([10], [16]), że
istnieje dok ladnie jedna uniwersalna lokalnie skończona grupa przeliczalna oraz 2κ

takich grup rzȩdu κ, dla każdej liczby kardynalnej κ > ω. Okaza lo siȩ, że metody
zastosowane przez Belyaeva sa̧ niewystarczaja̧ce już w przypadku mniej ogólnego
pytania: czy uniwersalne lokalnie skończone grupy posiadaja̧ nietrywialna̧ topologiȩ?

Moje badania koncentruja̧ siȩ na podgrupach inertywnych: podgrupȩ H grupy G
nazywamy inertywna̧, jeśli dla każdego g ∈ G spe lniony jest warunek |H : H ∩Hg| <
|H|. Grupa G jest rezydualnie skończona, jeśli dla każdego g ∈ G różnego od jedności
istnieje podgrupa normalna H < G skończonego indeksu taka, że g 6∈ H. Pokazujȩ,
że grupa jest topologizowalna, jeśli posiada nieskończona̧ inertywna̧ podgrupȩ rezy-
dualnie skończona̧. Warunek ten jest konsekwencja̧ pewnego twierdzenia pierwszej
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czȩści pracy [P3], które w przypadku przeliczalnym już pojawi lo siȩ w [5].

G lównym wynikiem pracy jest Twierdzenie 5.3.1. Jego dowód stanowi opis dwóch
konstrukcji nieprzeliczalnych uniwersalnych grup lokalnie skończonych posiadaja̧cych
rezydulanie skończone podgrupy inertywne.

Twierdzenie 5.3.1. (Theorem 7, [P3]) (1) Istnieje uniwersalna lokalnie skończona
grupa mocy ω1 maja̧ca przeliczalna̧ rezydualnie skończona̧ podgrupȩ inertywna̧.

(2) Dla każdej nieprzeliczalnej liczby kardynalnej κ istnieje uniwersalna

lokalnie skończona grupa G rzȩdu κ o nastȩpuja̧cych w lasnościach:
(a) istnieje rezydualnie skończona podgrupa inertywna H < G rzȩdu κ;
(b) jeśli κ jest regularna, to G nie posiada podgrup inertywnych rzȩdu < κ.

5.4 Grupa G jest mocno ograniczona, jeśli dla każdego zbioru U jej generatorów,
istnieje liczba naturalna n taka, że każdy element grupy można otrzymać jako produkt
co najwyżej n elementów ze zbioru U∪U−1 oraz G nie jest suma̧ ścísle rosna̧cej rodziny
{Hn : n ∈ ω} swoich podgrup. Grupa G jest grupa̧ ω1-egzystencjalnie domkniȩta̧,
jeśli dla każdego zbioru

∑
(x) równań i nierówności postaci w(x, a) = ( 6=)1 zależnych

od zmiennych x i co najwyżej przeliczalnie wielu parametrów z G, jeśli
∑

(x) ma
rozwia̧zanie w pewnym rozszerzeniu grupy G, to ma rozwia̧znie w samej grupie G. W
pracy [P4] otrzymujȩ nowy dowód nastȩpuja̧cego twierdzenia de Cournuliera z [7].

Twierdzenie (de Cournulier) Każda grupa ω1-egzystencjalnie domkniȩta
jest mocno ograniczona.

W odróżnieniu od dowodu de Cornuliera, mój dowód bazuje na dość szczegó lowym
rozważaniu w lasności grup egzystencjalnie domkniȩtych (niekoniecznie ω1-egzystencjalnie
domkniȩtych) i daje nowa̧ algebraiczno-kombinatoryczna̧ informacjȩ w tym ogólniejszym
przypadku (Proposition 2 w [P4]).

Przedstawione przeze mnie rozumowanie wykorzystuje nastȩpuja̧ca̧ charakteryzacjȩ
grup mocno ograniczonych ([6], [7]): grupa G jest mocno ograniczona wtedy i tylko wt-
edy, gdy każdy rosna̧cy cia̧g (Xn : n ∈ ω) jej zbiorów sumuja̧cy siȩ do G i spe lniaja̧cy
warunek {1} ∪ X−1n ∪ Xn · Xn ⊆ Xn+1, dla każdego n ∈ ω, jest od pewnego miejsca
sta ly i równy G.

Pokazujȩ, że z każda̧ egzystencjalnie domkniȩta̧ grupa̧ G i każdym ścísle rosna̧cym
cia̧giem nieskończonym (Xn) spe lniaja̧cym opisane wyżej warunki, można zwia̧zać
pewne drzewo binarne (Proposition 2, [P4]). Z drugiej strony dowodzȩ, że gdy G jest
ω1-egzystencjalnie domkniȩta, to drzewo o takich w lasnościach nie istnieje.
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