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4.C OMOWIENIE WYNIKOW ROZPRAWY
WPROWADZENIE

Rozprawe tworzy jednotematyczny cykl czterech prac wymienionych w punkcie
4.B. Wybér prac jest w znacznym stopniu oparty na klarownosci motywacji i wyrazistosci
wynikow. Prace wyszczegdlnione sa w kolejnosci okreslonej przez priorytet celow
badawczych. Wyniki prac [H1-H2] sa bardzo ogélne podczas, gdy prace [H3-H4]
dotycza przypadkéw szczegdlnych lub ograniczonych pewnymi zalozeniami. Prace
[H1-H2] zostaty opublikowane w ciagu ostatnich miesiecy i nie znalazty jeszcze odbicia
w bazach cytowan. Jednak niektére wyniki tych prac zostaly opisane w preprintach
arXiv:math /0701788 i arXiv:1003.3258 oraz zaprezentowne na waznych konferenc-
jach miedzynarodowych (m.in. zaproszony wyktad w ramach specjalnej sekcji Logic
Colloquium 2006).

Tematyka prac miesci sie w obszarze niezmienniczej deskryptywnej teorii mnogosci.
Przedmiotem badania sa dziatania grup polskich na przestrzeniach polskich, a w
szczegolnosci indukowane przez te dziatania relacje rownowaznosci.

Przestrzenig (grupg) polskg nazywamy osrodkowa przestrzen (grupe) topologiczna
metryzowalna w sposéb zupelny. Niech G bedzie grupa polska, a X przestrzenia
polska. Odwzorowanie a : G x X — X takie, ze a(lg,z) = z i a(gh,z) = a(g,a(h,x))
dla wszystkich g, h € G oraz x € X, nazywamy dziataniem grupy G na przestrzeni X.
Jesli jest ono funkcja ciagla (borelowska), woéwczas méwimy, ze X jest G-przestrzenia
polska (borelowska). Tradycyjnie przyjmujemy nastepujace oznaczenie dla wartosci
takiego dziatania: a(g,z) = gx. Kazde dzialanie grupy G na przestrzeni X w natu-
ralny sposob indukuje na X relacje réwnowaznosci:

rFy <= y = gz, dla pewnego g € G.

Klase réwnowaznosci elementu x € X takiej relacji, tj. zbiér [z|p = {gz : g € G},
nazywamy orbitg elementu x i oznaczamy jako G - x, za$ sama relacje F nazywamy
relacjg rownowaznosci orbit.

Bedac ciagltym (borelowskim) obrazem przestrzeni polskiej, relacje orbit wzgledem
ciagtych (borelowskich) dzialan sa analityczne. Wsréd nich sg zaréwno relacje dobrze
zrozumiane, posiadajace prosty opis, jak i bardzo skomplikowane; relacje borelowskie



rozmaitej ztozonosci, jak i analityczne zupele (ang. complete analytic) (np. relacja
sprzezenia w grupie automorfizméw porzadkowych A(Q), ktéra stanowi gtéwny obiekt
badan pracy [H3]). Problem klasyfikacji relacji orbit stanowi istotna cze$¢ ogdlnego
zagadnienia klasyfikacji relacji rownowaznosci na przestrzeniach polskich i tworzy je-
den z centralnych nurtéw niezmienniczej deskryptywnej teorii mnogosci. Najogdlniej
rzecz ujmujac, przez zupeing klasyfikacje relacji réwnowaznosci F na przestrzeni pol-
skiej X bedziemy rozumieé kazda dobrze zdefiniowana, posiadajaca pewne pozadane
whasnosci (takie jak ciaglo$é, borelowska mierzalnosé lub podobne) funkcje

0: X =1

z przestrzeni X w jakas znana, dobrze opisana rodzine niezmiennikéw I taka, ze dla
wszystkich x,y € X speliony jest warunek:

rEy <= O(z) = O(y).

Relacje, dla ktorych jako zbiér niezmiennikéw I mozemy przyjaé zbior liczb rzeczy-

wistych R, a klasyfikacja © jest odwzorowaniem borelowskim nazywamy gtadkimi.

Jesli zbiorem niezmiennikéw [ jest rodzina przeliczalnych struktur pewnego jezyka

pierwszego rzedu rozwazanych z doktadnoscia do izomorfizmu, a ich przyporzadkowanie
O jest funkcja borelowska, wowczas méwimy o klasyfikacji przez przeliczalne modele.

Klasyfikacja przez przeliczalne modele stanowi przedmiot badan czolowych specjal-

istow w tej dziedzinie. W pracy [4] H.Becker i A.Kechris udowodnili nastepujace

twierdzenie odnoszace sie¢ do relacji orbit.

Twierdzenie (Becker, Kechris) Jesli G jest domknieta podgrupa Sym(w),
a X jest G-przestrzenia polska, to relacja orbit na X dopuszcza klasy-
fikacje przez przeliczalne modele.

Z drugiej strony wiadomo, ze nie wszystkie relacje orbit mozna sklasyfikowaé przez
przeliczalne modele. W klasie takich relacji znajduja sie wszystkie relacje powstale w
wyniku tzw. dziatan turbulentych. Takie dziatania wprowadzone sa w monografii G.
Hjortha Classification and orbit equivalence relations, [12].

W tej ksiazce G.Hjorth koncentruje sie na nastepujacym pytaniu:

Ktére sposrod relacji orbit sa klasyfikowalne przez przeliczalne modele?

Jako podstawowe narzedzie zostaje tu wprowadzona metoda uogélnionej analizy Scotta.
Hjorth dowodzi, ze kazda relacja orbit posiadajaca zupely system niezmiennikow
Hjorth-Scotta dopuszcza klasyfikcje przez przeliczalne modele, a dla dzialan tzw. GE-
grup warunki te sa réwnowazne.



Z ta tematyka zwigzana jest praca [H1]. Uogdlnione zostaja tu te wlasnosci dziatan
domknietych grup permutacji, dzieki ktérym system niezmiennikow Hjorth-Scotta dla
indukowanych przez nie relacji orbit jest zupely. Gléwnym wynikiem tej pracy jest
sformutowanie prostego warunku, ktéry jest rownowazny zupetosci systemu niezmi-
ennikéw Hjortha-Scotta.

W swojej monografii [12] Hjorth przedstawit dwie wersje uogdlnionej analizy Scotta.
Druga z nich wykorzystalam w pracy [H2] do badania niektérych zagadnien efekty-
wnej niezmienniczej teorii mnogosci. Przedmiot jej rozwazan stanowia przestrzenie
rekurencyjnie prezentowalne Mowimy, ze przestrzen polska (X, d) jest rekurencyjnie
prezentowalna, jedli posiada ona rekurencyjng prezentacje, tj. taki ciag (7;)icw, ktorego
elementy tworza gesty podzbior X oraz (i, j, k, m)-relacje

id(ri,rj) < L

) <
d(rirs) < E+1

m
k+1
sa rekurencyjne. Klasa rekurencyjnie prezentowalnych przestrzeni obejmuje w, przestrzen

Baire’a NV, przestrzen Cantora C, liczby rzeczywiste R i jest zamknieta na skonczone
produkty.

W pracy [H2] koncentruje si¢ na problemie, ktéry w uproszczonej postaci moze
by¢ sformulowany nastepujaco:

Zalozmy, ze G jest rekurencyjnie prezentowalna grupa polska, X - rekuren-
cyjnie prezentowalna polska G-przestrzenia oraz dzialanie grupy G na X
jest funkcja rekurencyjna. W jakim stopniu orbita G - x elementu x € X
jest okreslona przez rodzine zawierajacych x niezmienniczych zbioréw
malej ztozonosci (hiperarytmetycznych)?

Na mocy klasycznych rezultatow Rylla-Nardzewskiego i Millera, kazda orbita
wzgledem dzialania ciaglego i ogdlnie - borelowskiego jest zbiorem borelowskim. Sami
udowodnit w [20], ze relacja orbit jest borelowska wtedy i tylko wtedy, gdy borelowski
rzad wszystkich jej orbit jest ograniczony przez pewna przeliczalna liczbe porzadkowa.
Gdy relacja orbit nie jest borelowska, naturalne staja sie pytania o opis orbit maltego
rzedu borelowskiego oraz o warunki okreslajace mozliwos¢ oddzielenia dwu orbit
takim zbiorem. W pracy [H3] analizuje te zagadnienia dla relacji sprzezenia w grupie
A(Q) automorfizméw porzadkowych zbioru liczb wymiernych Q. Na mocy rezultatow
Foremana, relacja ta jest zupelna relacja analityczna. W moich badaniach wykorzys-
tuje t-zanurzenia, narzedzie wprowadzone przez Beckera (w pracy [2]) jako uogélnienie
teoriomodelowego pojecia elementarnego zanurzenia.

Z t-zanurzeniami zwigzane sa réwniez wyniki pracy [H4]. Rozwazam w niej ciagle
dzialania domknietych grup permutacji. Klasycznym przyktadem takiego dziatania



jest dzialanie logiczne grupy symetrii Sym(w) na przestrzeni przeliczalnych struk-
tur pewnego przeliczalnego jezyka. Przyklad ten motywuje do definiowania pojec¢
teoriomodelowych w naszym ogdlniejszym kontekécie. W pracy [H4] wprowadzam
pojecie kompanionu pewnych niezmienniczych Gs-zbioréw. Mimo tego, ze jest to
pojecie stabsze od swojego teoriomodelowego odpowiednika, okazalo sie, ze wlasnosci
zblizone maja kompaniony, ktére sa orbitami. Gléwne twierdzenie opisuje warunek
wystarczajacy do istnienia takiego kompanionu.

C.1 UOGOLNIONA ANALIZA SCOTTA I DZIALANIA OSTATECZNIE
OTWARTE

Grupy topologiczne posiadajace baze otoczen jednos$ci w postaci rodziny otwartych
podgrup nazywaja si¢ grupami niearchimedesowymi. Jesli grupa polska G jest grupa
niearchimedesowa, wowczas dowolna polska G-przestrzenn X posiada baze, ktérej
kazdy element jest niezmienniczy wzgledem pewnej otwartej podgrupy grupy G. Pon-
adto dzialanie GG na przestrzeni X ma nastepujaca wlasnosc:

Dla dowolnego x € X i zbioru otwartego W C G, fragment Wx
(2) orbity elementu x zawiera podzbiér niezmienniczy wzgledem

pewnej otwartej podgrupy.

Polskie grupy niearchimedesowe sa izomorficzne z domknietymi podgrupami Sym(w)
( Tw. 1.5.1 w [4]). To wraz z wlasnoscia (£) powoduje, ze indukowane przez nie
relacje orbit sa klasyfikowalne przez przeliczalne modele. Poniewaz klasa relacji orbit
dopuszczajaca klasyfikacje przez przeliczalne modele jest istotnie szersza, naturalny
wydawal sie pomyst ostabienia warunku (Z). Idea ta zostala zrealizowana w pracy
[H1].

Niech G bedzie grupa polska a X bedzie polska G-przestrzenia.

Definicja Niech U C X bedzie zbiorem otwartym, zas V. C G niech bedzie ot-
wartym symetrycznym otoczeniem jednosci 1g. Dla kazdego A C X definujemy przez
indukcje wstepujacy cigg (V(Bn]A)new zbioréw:

vila =anv,
virtiA = vivilayno

Zbior VA = U V(Bn]A nazywamy lokalnym Vi -nasyceniem A. Dla kazdego x € X
necw
lokalne nasycenie Vy{z} zbioru {x} oznaczamy krétko Vyz i nazywamy lokalng V-

orbitg elementu x.



Jak tatwo zauwazy¢, lokalne nasycenia zbioréw borelowskich sa zbiorami anality-
cznymi. Pokazuje, ze lokalne orbity elementéw przestrzeni X sa, podobnie jak zwykle,
zbiorami borelowskimi.

Wraz z nowa koncepcja nasycenia wprowadzam nowe pojecie niezmienniczosci -
lokalng niezmienniczosc.

Defnicja Niech U C X bedzie zbiorem otwartym, zas V. C G niech bedzie ot-
wartym symetrycznym otoczeniem jednosci 1g. Mowimy, ze zbior A C X jest lokalnie
Vi -niezmienniczy jesli Vg A= ANU.

Zauwazmy, ze dla U i V', jak w powyzszej definicji, wszystkie zbiory zawierajace U
oraz wszystkie zbiory roztaczne z U sa lokalnie Vj-niezmiennicze, zas rodzina wszys-
tkich lokalnie V-niezmienniczych podzbiorow przestrzeni X tworzy zupelna algebre
Boole’a. Jesli w sformutowaniu wilasnosci (Z) dzialan domknietych grup permu-
tacji zastapimy wystepujace tam pojecia ich lokalnymi odpowiednikami, otrzymamy
definicje dziatania ostatecznie otwartego.

Definicja Ciggle dziatanie grupy polskiej G na przestrzeni polskiej X nazywamy
ostatecznie otwartym, jesli dla dowolnego x € X oraz otwartego symetrycznego otoczenia
jednosci W C G stniejg zbior otwarty U C X oraz otwarte symetryczne otoczenie
jednosci V- C G takie, ze x € U oraz Vyx C W,

Oczywiscie kazda grupa polska posiada dzialania ostatecznie otwarte, np. dziatanie
na sobie przez sprzezenie. Poniewaz wlasnosé definiujaca dzialania ostatecznie otwarte
jest stabsza niz wlasnosé (Z), zatem wszystkie dziatania domknietych grup permutacji
sa ostatecznie otwarte. Pokazuje, ze implikacja odwrotna jest jednak nieprawdziwa,
tzn. istnieja grupy, ktérych wszystkie ciaglte dzialania sa ostatecznie otwarte mimo,
ze grupy te nie sa izomorficzne z domknietymi podgrupami Sym(w).

Twierdzenie 4.1.1 (Proposition 2.8, [H1]) Wszystkie ciggle dzialania grupy (R, +)
na przestrzeniach polskich sq ostatecznie otwarte.

Gléwnym wynikiem pracy [H1]| jest twierdzenie pokazujace, ze klasa relacji orbit
indukowanych przez dziatania ostatecznie otwarte pokrywa sie z klasa relacji, ktore
sa w sposob zupemly klasyfikowalne przy uzyciu uogdlnionej analizy Scotta.

Uogdlniona analiza Scotta jest istotng metoda badania relacji orbit. Zostala ona
wprowadzona przez Hjortha i w sposéb kompletny opisana w [12]. Jej gléwnym
narzedziem sa dziedzicznie przeliczalne niezmienniki ¢o (2, U, V'), U Cppen X, V Copen
G, opowiadajace charakterystykom Scotta ([12], Chapter 6.2).



Niech V = {V}, : n € w} bedzie przeliczlng baza symetrycznych otoczen jednosci,
a U ={U, : n € w} niech bedzie przeliczlng baza X.

Definicja (Hjorth) Niech x € X. Dla kazdego U € U iV € V definiujemy
zbiér ¢, (x, U, V') przez jednoczesna indukcje wzgledem a:

oz, U V)  =1{l: U el VyznU %0},
Gat1(2, U, V) = {(¢a(@,Un, Vin),n,m) : 2" € Vya, U, CU,V,, C V',
oAz, U, V) = {{¢a(z,U,V),a) : @ < A} dla A granicznej .

Jedna z podstawowych wlasnosci niezmiennikéw Hjortha-Scotta wyraza nastepujace
zdanie.

Lemat (Hjorth) Dla kazdego x € X istnieje v < w; taka, ze dla wszystkich
Uel,VeVird 2" € Gr mamy

(Fa < w1)(¢a(@’, U, V) # ¢a(z",U,V)) = (¢y(a',U, V) # ¢, (", U, V)).

Dla kazdego x € X najmniejsza liczbe porzadkowa ~ posiadajaca wiasnos¢ opisana
powyzszym lematem oznaczamy symbolem ~*(z). Liczba ta stanowi odpowiednik
rangi Scotta.

W pracy [H1] postuguje sie nie samymi niezmiennikami ¢, (z, U, V'), ale okreslonymi
przez nie zbiorami

Bo(z,U,V) ={y € X : ¢a(y, U, V) = ¢u(z,U,V)}.
W tych terminach definicja zupetosci moze by¢ sformutowana nastepujaco.

Definicja Niech G bedzie grupg polskg, a X polskg G-przestrzenig. System niezmi-
ennikow Hjortha-Scotta dla indukowanej na X relacji orbit jest zupelny, gdy dla
kazdego elementu x € X prawdziwa jest rownosé By« py2(x, X, G) = Gx.

Jak wspomnialam we Wprowadzeniu, zupetnosé systemu niezmiennikow Hjortha-
Scotta implikuje klasyfikowalnosé przez przeliczalne modele (Lemma 6.30, [12]). Hjorth
udowodnit, ze system uogdlnionych niezmiennikéw Scotta jest zupelny dla wszystkich
relacji orbit indukowanych przez ciagle dzialanie grupy Sym(w). Pozostaje to prawda
dla wszystkich domknietych grup permutacji, ale w przypadku dzialania dowolnych
grup polskich systemy niezmiennikéw Hjortha moga nie by¢ zupelne. W ogdlnej
sytuacji prawdziwe jest jedynie nastepujace zdanie.



Twierdzenie (Hjorth) Dla kazdych z € X, U € U, V € V i liczby
porzadkowej a > v*(x) + 2 zachodzi réwnosé:

B (ays2(z, U, V) = Bo(,U, V).

W szczegdlnosci, By (py42(2, X, G) = Ba(x, X, G).

Jesli ustalimy dowolny element x € X i rozszerzymy topologie przestrzeni X
przez powigkszenie bazy o rodzing zbioréw postaci Bs(z, U, V), 8 < v*(z) + 2, wtedy
na mocy Lematu 6.32 z [12] otrzymamy topologie wyznaczajaca taka sama rodzine
zbioréw borelowskich jak topologia wyjsciowa. Ponadto zgodnie z Lematem 6.33, [12],
B (z)12(x, X, G) z topologia podprzestrzeni, oznaczona jako £+ ()42 Jest polska G-
przestrzenig (w pracy [18] pokazuje, ze pozostaje to prawda, gdy v*(z) + 2 zastapimy
dowolng liczba porzadkowa «, otrzymujac toplogie t2). Topologie e ()42 WYStepuja
w sformulowaniu nastepujacego twierdzenia, ktére jest gléwnym wynikiem pracy [H1].

Twierdzenie 4.1.2. (Theorem 3.7, [H1]) Niech G bedzie grupg polskg, a X bedzie
polskq G-przestrzenig. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) Dziatanie G na X jest ostatecznie otwarte.

(2) Dla dowolnychych x € X,V €V, U € U, liczby porzedkowej o > 1 i kazdego
lokalnie Vir-niezmienniczego zbioru borelowskiego A € X2(X) UTI?(X) jesli x € A,
to Bu(z,U, V) C A.

(3) Dla kazdego v € X zachodzi rownos¢ Gx = By (z)12(x, X, G).

(4) Dla kazdego x € X odwzorowanie G — Gx: g — gx jest otwarte wzgledem

topologii o ()2

Jadro powyzszego twierdzenia stanowi réwnowaznos$¢ warunkéw (1) i (3). Pozwala
ona do$¢ skomplikowana wtasno$¢ zupetnosci systemu niezmiennikow Hjortha-Scotta
zastapi¢ znacznie prostszym warunkiem ostatecznej otwartosci dziatania. Punkt (4)
uzasadnia wybor terminu ostateczna otwartosc.

W dowodzie Twierdzenia 4.1.2 postuguje si¢ nastepujaca charakteryzacja zbiorow
postaci { B, (z,U,V) :x € U}.

Twierdzenie 4.1.3. (Proposition 3.3, [H1]|) Dia kazdych U e U, x € U i V €V



prawdziwe sg nastepujgce TOWNoSci:
By(z,U, V) =(W{WU,: VyznU, # 0} N({X\ WU, : VypznU, =0},
Baa(#.U,V) = NAVeBaly, U Vi) + 4 € Un, Vit 0 Ba(y, U, Vi) 7 030
N ﬁm{X \ VuBa(y,Up, Vi) 2 y € Uy, Vrz 0 Bo(y, Up, Vi) = 0},
By(xz,U, V) :nﬁL{Ba(m, U V) :a <A}, dla A granicznej .

Z Twierdzenia 4.1.3 wynika, ze dla dowolnych U € U, x € U i V € V rodzina
{Bu.(z,U,V) : x € U} tworzy partycje zbioru U na lokalnie Vj-niezmiennicze zbiory
borelowskie. Ponadto, kazda orbita zawarta w B, (x,U, V) jest w tym zbiorze gesta
wzgledem topologii . Zatem wiasnosci tej partycji sa takie, jak wlasnosci kanon-
icznej partycji zdefiniowanej przez Beckera w pracy [2]'.

C.2 DZIALANIA GRUP POLSKICH I ZBIORY DOPUSZCZALNE

Teoria rekursji pozostaje w naturalnym zwiazku z teoria zbioréw dopuszczalnych.
Zbiér A nazywamy dopuszczalnym, jesli jest on modelem dla systemu aksjomatow
KPU, w ktérym brak jest aksjomatu zbioru potegowego, a aksjomaty oddzielania
i podstawiania sa ograniczone do Ag-formul. Modele te sa rozumiane jako dwu-
sortowe struktury pewnego jezyka L zawierajacego symbole (), €, w ktérych jeden
sort stanowia atomy (ang. urelements) tworzace zwykle strukture pierwszego rzedu
wzgledem symboli z L\ {0),€}. Wysokoscia zbioru dopuszczalnego A nazywamy
najmniejsza liczbe porzadkowa, ktora nie nalezy do A. Liczbe te oznaczamy symbolem
o(A). Zatem w A spemiony jest Aksjomat Nieskoriczonosci, gdy o(A) > w

Definicja Niech G bedzie rekurencyjnie prezentowalng grupg polskq z kanoniczng
bazg {Vy, : m € w}, zas X bedzie rekurencyjnie prezentowalng G-przestrzeniq z bazg
{Un :n € w}. Niech A bedzie zbiorem dopuszczalnym i o(A) > w.

1. Element x € X jest kodowalny w A, jesli zbior {n : x € U,} jest elementem A.
2. Grupa G jest kodowalna w A, jesli relacje {(k,l,n) : Vi,V CV,,} oraz

{(k, 1) : V.1 CVi} nalezqg do A.

3. Dziatanie G na X jest kodowalne w A, jesli relacja {(k,i,7) : Vi;U; C U;}

jest elementem A.

!Becker pokazal, ze istnieje jednoznacznie okreslona partycja przestrzeni X, X = (J{Y; : t € T},
na niezmiennicze Gs-zbiory Y; taka, ze kazda G-orbita zawarta w Y; jest gesta w Y;.



Zwiazki pomiedzy kodowalnoscia a efektywnoscia sa dobrze znane i opisane w
wielu ksiazkach z deskryptywnej teorii mnogosci, np. [1].

W sytuacji dziatania logicznego grupy Sym(w) na przestrzeni struktur X, okreslone
powyzsza definicja kodowanie jest naturalne i dobrze zrozumiale. Zauwazyltam, ze
nastepujace twierdzenie J.Barwise’a i M.Nadela (udowodnione w latach 70-ych) mozna
zinterpretowa¢ w powyzszych terminach.

Twierdzenie ([1], Corollary 7.2). Niech A bedzie zbiorem dopuszczal-
nym, L € A bedzie przeliczalnym jezykiem pierwszego rzedu i 9 bedzie
L-struktura w A. Wtedy dla dowolnej L-struktury 91, jesli 911 91 spetniaja
te same zdania z przeliczalnego fragmentu Ly, to spelniaja one te same
zdania kwantyfikatorowego rzedu a < o(A).

W istocie jest to konkretne stwierdzenie dotyczace nastepujacego ogdlnego pyta-
nia.

Niech A bedzie zbiorem dopuszczalnym. Niech G, X oraz x € X bedg
kodowalne w A. W jakim stopniu G-orbita elementu x jest wyznaczona
przez niezmiennicze zbiory borelowskie, ktorych kody borelowskie nalezg do

A?

W pracy [H2] odpowiadam na to pytanie. Badam réwniez kilka pokrewnych za-
gadnien, ktére w naturalny sposéb powstaja, gdy rozwazania dotyczace dzialania grup
polskich przenosimy na grunt efektywnej deskryptywnej teorii mnogosci.

W [H2] postuguje sie druga wersja analizy Hjortha-Scotta. Kluczowa role pelia
w niej niesymetryczne relacje <, zdefiniowane nastepujaco.

Definicja (Hjorth) Dla 2,y € X oraz bazowych otwartych zbioréw V, W C
G przyjmujemy:

(y, V) <y (2, W), jesli V-yCW -z

(y, V) <aqu1 (x, W), jedli dla kazdego bazowego zbioru otwartego V' C V/
istnieje bazowy zbiér otwarty W' C W taki, ze (x, W') <, (y, V")

(y, V) <y (z, W), jesli (v, V) <, (z, W) dla kazdej liczby a < A,
gdy A jest graniczna .
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W [12] pokazano, ze relacje <, sa przechodnie oraz (y,V) <, (z,W) implikuje
(y, V) <p (x,W), gdy B < «. Ponadto dla kazdej liczby porzadkowej « i kazdego
elementu 2’ € G - x zachodzi réwnosé: (z,G) <, (2/,G). Wazna wlasnos¢ tych relacji
wyraza nastepujace zdanie.

Lemat (Hjorth) Niech z,y € X, V,W C G beda bazowymi zbiorami
otwartymi, zas a bedzie przeliczalng liczba porzadkowa taka, ze (y, V) <,
(z,W). Woéwezas dla dowolnego II-zbioru B C X, jesli z nalezy do
transformaty Vaughta B*W, to y € B*V.

x-Transformate Vaughta definujemy nastepujaco:

BY ={rx e X :{g€W:gxec B} jest zbiorem drugiej kategorii Baire’a w zbiorze W}.

Hjorth udowodnit w [12], ze jesli {V,, : n € w} jest baza G, wéwczas relacja
{(y,z,n,k) : (y, Vi) <& (z,V,)} jest borelowskim podzbiorem X? x w?, dla kazdej
liczby porzadkowej av < wy.

W pracy [H2] dowodz¢ nastepujacej efektywnej wersji tej wlasnosci.

Twierdzenie 4.2.1. (Lemma 1, [H2]) Niech X, G bedg rekurencyjnie prezen-
towalne oraz {V, : n € w} bedzie kanoniczng bazg G. Niech operacje grupowe i
dziatanie G na X bedg hiperarytmetyczne. Wowczas dla kazdej liczby porzgdkowey
a < wfE relacja

Ha = {<y7xan7 k) : <y7 Vk) <a (xavn)}

jest hiperarytmetyczna.

Wykorzystujac ten fakt, formuluje nastepujaca odpowiedz na pytanie postawione
we Wprowadzeniu.

Twierdzenie 4.2.2. (Theorem 2, [H2]) Zaldimy, ze G, X sq rekurencyjnie
prezentowalne, operacje grupowe G i dziatanie G na X sq hiperarytmetyczne. Jeslh
x,y € X, x jest hiperarytmetyczny oraz x,y nalezg do tych samych hiperarytmety-
cznych zbioréw niezmienniczych, to dla kazdej liczby porzedkowej o < WS¢ (¢) z,y
nalezq do tych samych niezmienniczych zbiorow borelowskich, ktorych rzqd borelowski
jest rowny a.

Przyjmujac zalozenia o kodowalnosci w zbiorze dopuszczalnym A dziatan grupowych

grupy G oraz dziatania G na przestrzeni X, otrzymuje odpowiedz na wersje tego py-
tania podana na poczatku czesci C.2.
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Twierdzenie 4.2.3. (Theorem 4, [H2]) Niech A bedzie zbiorem dopuszczalnym i
0o(A) > w. Niech G, X oraz x € X bedg kodowalne w A. Wowczas dla dowolnego
elementuy € X, jesli x vy sqg w tych samych niezmienniczych zbiorach borelowskich,
ktorych kody borelowskie nalezg do A, to dla kazdej liczby porzedkowej o < o(A),
elementy x,y nalezg do tych samych niezmienniczych zbioréw borelowskiego rzedu o.

W przypadku zbioréw dopuszczalnych speliajacych Aksjomat Nieskoriczono$ci,
powyzsze twierdzenie rozszerza rezultat Barwise’a i Nadela na dzialania dowolnych
grup polskich.

Kilka wersji powyzego twierdzenia dla przypadku domknietych grup permutacji
przedstawitam w preprincie [17]. Dowody tych twierdzeri sa bardzo technicznymi
modyfikacjami rozumowan Nadela z pracy [19]. W ciagu kilku lat udato mi sie opra-
cowac i zrealizow¢ nowe podejécie, ktore zaowocowalo wynikami zaprezentowanymi w
pracy [H2]. Podejscie to z jednej strony eliminuje ograniczenie rozwazan do domknietych
grup permutacji, z drugiej zas czyni rozumowania bardziej przejrzystymi i natural-
nymi.

C.3 ZLOZONOSC KLAS SPRZEZENIA W GRUPIE A(Q).

Wiyniki przedstawione w pracach [H1-H2] odnosza sie do ogdlnej sytuacji dziatania
dowolnej grupy polskiej na dowolnej przestrzeni polskiej. W pracach [H3-H4] rozwazam
dziatania z dodatkowymi warunkami lub zupetie konkretne przypadki, uzyskujac
rezultaty bardziej szczegétowe.

W pracy [H3] analizuje, interesujacy z punktu widzenia algebry topologicznej,
przypadek dzialania grupy polskiej na zbiorze swoich elementow przez sprzezenie.
Powstajaca w tej sytuacji relacja orbit jest relacja sprzezenia, a same orbity - sa
klasami sprzezenia. Waznym przykladem takiej relacji jest relacja sprzezenia w
grupie A(Q), wszystkich zachowujacych porzadek bijekcji zbioru Q liczb wymiernych.
Relacja ta posiada ciekawa strukture algebraiczng i od dawna stanowi przedmiot
badan wielu matematykéw, m.in. J.Trussa, M.Foremana. Praca [H3] poswiecona
jest zlozonosci klas sprzezenia w grupie A(Q). Poniewaz grupa ta jest domknieta
podgrupa grupy Sym(w), dlatego moje rozwazania rozpoczynam od analizy relacji
sprzezenia w Sym(w).

Wiadomo, ze relacja sprzezenia w grupie Sym(w) jest gtadka, a wiec i borelowska.
Klase sprzezenia dowolnej permutacji o okresla funkcja f, : w — w U {w} zwana
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typem cykli i zdefiniowana nastepujaco:

£.(n) = { liczba nieskoriczonych cykli w o, dlan =0

7 liczba cykli dtugosci n w o, dlan > 0.
Dwie permutacje sa sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy ich typy cykli sa réwne. Niech
S bedzie zbiorem wszystkich permutacji o takich, ze f,(n) = 0, dla prawie wszys-
tkich n € w. Przedstawione w pracy [H3| wyniki dotyczace Sym(w) podsumowuje
nastepujacym twierdzeniem zawierajacym zupelny opis zltoznosci klas sprzezenia.

Twierdzenie 4.3.1. ((Theorem 1.8, [H3]) Klasa sprzezenia dowolnej permutacji
p € Sym(w) jest I3-zbiorem. Ponadto, klasa sprzeZenia p jest

(1) Gs-zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest jeden z warunkow:

(@) fp(0) =0 lub (b) fo(0) =14 f€S;
(2) zbiorem domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n > 0 taka, Ze
fo(n) =w i f,(k) =0, dla k # n;
(3) Fy-zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy p € S, f,(0) = 0 i istnieje n € w taka, Ze
fo(n) =wi f,(k) <w, dla k #n.

Relacja sprzezenia w grupie A(Q) jest bardziej skomplikowana. Na mocy wspom-
nianych we Wprowadzeniu rezultatow Foremana i Samiego, jest ona zupelna relacja
analityczna i posiada klasy sprzezenia o dowolnie duzej ztozonosci borelowskiej. Opisuje
sie je przy uzyciu pojecia orbitalu.

Niech f € A(Q). Kazdej liczbie wymiernej = mozna przypisaé zbior

{¢€Q:(FmneZ)(f"(z) <q< fM(2))},

ktéry nazywamy orbitalem f wyznaczonym przez x, oraz liczbe p¢(x) € {—1,0,+1},
okreslajaca znak (nie)réwnosci pomiedzy f(x) i =, zwana parzystoscig x. Kazdy
orbital jest wyznaczony przez dowolny swoj element i jest przedzialem w zbiorze Q,
za$ funkcja parzystosci jest stala na kazdym orbitalu (ta stala warto$é nazywamy
parzystoscig orbitalu). Rodzina Oy, wszystkich orbitali f, tworzy partycje zbioru
liczb wymiernych Q i jest liniowo uporzadkowana przez naturalny czesciowy porzadek
= na rodzinie przedzialéw. Na mocy klasycznego wyniku Schreiera i Ulama,

[ i g sq sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy porzedki (O, =) i (O4, X) sq
1zomorficzne przez izomorfizm zachowujgcy parzystosé orbitali.

Truss podal w [21] nastepujaca charakteryzacje automorfizmdw generycznych.
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Klasa sprzezenia automorfizmu f € A(Q) zbiorem drugiej kategorii Baire’a
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaidego i € {—1,0,+1} rodzina O} orbitali
przystosci i jest gesta i nieograniczona w Oy.

Gléwnym wnioskiem przedstawionych w pracy [H3] wynikéw dotyczacych A(Q)
jest opis klas sprzezenia malej ztozonosci w A(Q).

Twierdzenie 4.3.2. (Theorem 2.8, [H3])
(1) Automorfizm trywialny jest jedynym auomorfizmem, ktorego klasa sprzeZenia jest
F,-zbiorem.
(2) Klasa sprzezenia | jest Gg-zbiorem wtedy i tylko wtedy, gdy f jest automorfizmem
generycznym lub istnieje skoriczona partycja {Ag, Ax, ..., An_1} rodziny Of taka, Ze
dla kazdego k < n:
(a) AgU Ay U... U Ay jest odcinkiem poczgtkowym (Oy, =y);
(b){i: AN OF # 0} \ {i: A NO% # 0} # 0 oraz
(c) spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:

(i) Ag sktada sie z jednego orbitalu;

(i) Ag jest zawarty w OSZ 1 nie ma korcow,

(i) istniejg rozne i,5 € {—1,0,+1} takie, ze Ay C (9;c U Ojc

i kazdy ze zbioréw O, (9? jest gesty i nieograniczony w Ay.

Podstawowym narzedziem wykorzystanym w tym twierdzeniu jest charakteryzacja
t-zanurzalnosci, whasnosci wprowadzonej przez H.Beckera (zdefiniowanej nizej). Moja
charakteryzacja (Theorem 2.2, [H3]) moze by¢ réwniez rozpatrywana jako warunek
konieczny do tego, by dwie klasy sprzezenia mozna bylo oddzieli¢ zbiorem typu Gs.
Wykorzystuje ja w dowodach wielu stwierdzen opisujacych relacje sprzezenia w grupie
A(Q). Mozna ja uznaé za gtéwny wynik pracy.

Metoda t-zanurzen Beckera (wprowadzona w pracach [2] 1 [3]) bazuje na nastepujace;
definicji.

Definicja (Becker) Niech G bedzie grupa polska, a X bedzie G-przestrzenia
polska. Niech (g,) bedzie ciagiem elementéw grupy G, a = i y beda ele-

mentami przestrzeni X.

(1) (gn) nazywamy ¢-ciggiem jesli jest on ciggiem Cauchy’ego wzgledem

pewnej (réwn. kazdej) lewostronnie niezmienniczej metryki zgodne;j.
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(2) (gn) nazywamy c-zanurzeniem x w y jesli (g,) jest t-ciagiem oraz
lim g,z = y. Méwimy, ze x zanurza si¢ w y, gdy istnieje t-zanurzenie
n—oo

T wy.

Jedli x zanurza sie w y, to 2’ zanurza sie w v/, dla dowolnych 2/ € Gz 1y € Gy.
Zatem t-zanurzalnosé jest relacja na zbiorze orbit. Becker dowodzi, ze jesli orbite Gy
mozna oddzieli¢ zbiorem G5 od orbity Gz, to x nie zanurza sie w y. A zatem warunek
opisujacy kiedy x nie zanurza sie w y jest konieczny do tego, by orbite Gy mozna byto
oddzieli¢ od orbity Gzx.

Giéwne twierdzenie (Theorem 2.2) okresla warunek konieczny i dostateczny do
istnienia (-zanurzenia pomiedzy para automorfizmow. Mimo tego, ze sformutowanie
jest do$¢ skomplikowane, mozna je efektywnie stosowaé. Cze$é¢ wynikéw pracy [H3]
formuluje w jezyku t-zanurzen. W szczegdlnosci pokazuje, ze o ile w przypadku
sprzezenia w grupie Sym(w) brak mozliwosci t-zanurzenia jednej orbity w druga jest
warunkiem nie tylko koniecznym, ale i dostatecznym do mozliwosci oddzielenia drugiej
orbity od pierwszej Gs-zbiorem, to w grupie A(Q) jest to jedynie warunek konieczny.

Ciekawa réznice miedzy wlasnosciami (-zanurzen w obu grupach obserwuje takze w
odniesieniu do zbioréw postaci Emb(x) = {y : x zanurza si¢ w y}. W grupie Sym(w)
kazdy taki zbior jest borelowski. Wykorzystujac charakteryzacje przeliczalnych liczb
dopuszczalnych, podang przez H. Friedmana w pracy [9], konstruuje przyktad auto-
morfizmu f € A(Q), dla ktérego Emb(f) nie jest zbiorem borelowskim.

C.4 Gs-KAWALKI KANONICZNYCH PARTYCJI

Rozwazamy ciagle dziatania domknietych grup permutacji. Ponizej G oznacza
taka wladnie grupe, zaé N'¢ - jej standardowa baza, ktérej elementami sa z lewostronne
warstwy stabilizatoréw skoniczonych podzbioréw w. Becker wprowadzit w pracy [3]
nastepujace pojecie.

Definicja (Becker) Niech G < Sym(w) bedzie podgrupa domknieta, a X
przstrzenia polska. Toplogia t na X jest mita (ang. nice) dla G-przestrzeni
((X, 1), Q) jesli spelnione sa nastepujace warunki:

(a) t jest topologia polska bogatsza niz 7 i dzialanie G na X pozostaje
ciagle wzgledem ¢.

(b) Istnieje baza B topologii ¢ posiadajaca nastepujace wlasnosei:

(i) B jest przeliczalna,;

(ii) dla dowolnych By, By € B, By N B, € B;

(iii) dla dowolnego B € B, X \ B € B;
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(iv) dla dowolnych B € Biu e N, B* € B;

(v) dla dowolnego B € B istnieje podgrupa otwarta H < G taka,
ze B jest H-niezmiennicza.

Baze spemiajaca warunki (b) nazywamy milg baza.

Pojecie mitych topologii dobrze ilustruje klasyczny przyktad dziatania logicznego.
Przypomnijmy krétko, ze dziataniem logicznym nazywamy naturalne dzialanie grupy
permutacji Sym(w) na zbiorze 2* traktowanym jako rodzina X przeliczalnych struk-
tur pewnego przeliczalnego relacyjnego jezyka pierwszego rzedu L. Zbior X, z odpowiednia
topologia (produktowg) 7 tworzy polska Sym(w)-przestrzeni wzgledem tego dziatania.
Na zbiorze X mozna okresli¢ inna naturalng topologie. Jesli F' jest przeliczalnym
fragmentem L, ., (tzn. zawiera wszystkie formuty atomowe i jest domknigty na pod-
formuty, sp6jniki Boole’owskie i kwantyfikatory), wéwczas rodzina Br = {Mod(¢, 5) :
¢ € F,5 €w}, gdzie Mod(¢,5) ={M € X1 : M |= ¢[5]}, generuje na X, topologie
polska bogatsza niz 7. Becker pokazal w [3], Ze topologia ta jest mita wzgledem 7, a
rodzina B jest jej mila baza.

Becker udowodnil, ze gdy G jest domknieta grupa permutacji, to kazda G-przestrzen
polska ((X,7),G) posiada milg topologie. Stalo si¢ to podstawa jego podejécia do
znanych hipotez dotyczacych polskich G-przestrzeni w pracach [2] (gdzie mite topolo-
gie pojawialy sie niejawnie) i [3].

W ponizszych rozwazaniach przyjmuje, ze t jest ustalona mita topologia na X, a
B jest jej ustalona mila baza. W [H4] wprowadzam pojecie kompanionu.

Definicja Niech X bedzie niepustym niezmienniczym podzbiorem pewnego kawatka
kanonicznej T-partycji przestrzeni X, X = J{Y; : t € T'}, na niezmiennicze Gs-zbiory
Y, takie, Ze kaZda orbita zawarta w Y; jest gesta w Y;. Niezmienniczy 17-Ggs-zbior X,
nazywamy kompanionem X, jesli X1 = X, wzgledem topologii T oraz kaidy zbidr
B € B jest T-otwarty na X;.

Przyktad dzialania logicznego stanowi réwniez motywacje dla mojej koncepcji
kompanionu. Niech F' bedzie zbiorem wszystkich formul pierwszego rzedu. Niech X
bedzie zbiorem wszystkich przeliczalnych modeli pewnej teorii T' zupelnej w stosunku
do formul uniwersalnych. Poniewaz kazdy kawalek partycji kanonicznej przestrzeni
(X, 7) jest zbiorem struktur, ktére spelniaja te same uniwersalne/egzystencjalne formuly,
wszystkie modele przeliczalne teorii Ty tworza kawalek partycji kanonicznej. Jesli
X7 C Xy jest zbiorem wszystkich przeliczalnych modeli pewnej V3-teorii T, to
warunek, by kazdy zbiér B € Br byl m-otwarty na X;, oznacza, ze w klasie struktur
nalezacych do X; kazda formuta pierwszego rzedu jest réwnowazna z formuta egzys-
tencjalna. Okresla to modelowa zupelnosé teorii T*. W tej sytuacji warunek Xy = X
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oznacza, ze 1™ jest modelowym kompanionem teorii 7. Ten przyktad tlumaczy moja
terminologie.

Warto zauwazy¢, ze moja definicja kompanionu jest troche stabsza i dlatego mozliwe
sq sytuacje, gdy kawalek X posiada wiele kompanionéw (w teorii modeli kazda teoria
ma co najwyzej jeden kompanion). Oczywiste jest natomiast, ze kawalek kanonicznej
partycji moze mie¢ nie wiecej niz jeden kompanion, ktéry jest orbita. Co wiecej, jesli
kawatek kanonicznej partycji zawiera orbite, ktéra jest Gs-zbiorem, to jest ona jego
kompanionem wzgledem wszystkich mitych topologii. Wynika to z nastepujacej uwagi
przedstawionej w pracy [H4].

Twierdzenie 4.4.1. (Proposition 1.4, [H4]) Niech X, bedzie Gs-podzbiorem X
takim, ze X1 = Gz, dla pewnego (kaidego) x € X;. Wiowczas kazda mita topologia na
X jest rowna T na X;.

Twierdzenie to wystowione w jezyku t-zanurzen oznacza, ze dla dowolnej milej
topologii ¢, kazde t-zanurzenie na X; wzgledem 7 jest (-zanurzeniem wzgledem ¢. Jest
to uogdlnienie twierdzenia Lindstroma o modelowej zupetnosci teorii w-kategorycznych.

Powyzsze wtasnosci ttumaczq, dlaczego pytanie o to, kiedy kawatek kanonicznej
partycyi zawiera Gs-orbite, jest dla nas zagadnieniem centralnym.

Na poczatku rozwazam zagadnienie istnienia kompanionu. W Sekeji 2 pracy [H4]
pokazuje, ze tu takze moje pojecie rézni sie od teoriomodelowego.

Twierdzenie 4.4.2. (Proposition 2.1, [H4]) KaZdy kawatek partycji kanonicznej
posiada kompanion.

Kompaniony sa zlozone z elementéw, ktére definiuje przez analogie z pojeciami
znanymi z forsingu. Niech B bedzie mila baza, a Xy niezmienniczym Gg-zbiorem.
Element z € Xy nazywamy B-generycznym w X, jesli dla kazdego B € B istnieje
T-otwarte otoczenie A elementu x takie, ze B jest zbiorem pierwszej lub drugiej
kategorii Baire’a na A N X,. Element x jest $cisle generyczny, jesli zbior A mozna
dobra¢ tak, by drugi warunek spelniony byl doktadnie wtedy, gdy x € B. Dowodze,
ze wszystkie Scisle generyczne elementy tworza niezmienniczy zbiér drugiej kategorii
na Xy, a kazdy kompanion jest jego podzbiorem.

W centralnej czesci pracy [H4| (Sekcja 3) rozwazam pytanie, kiedy kawalek kanon-
icznej partycji zawiera Gs-orbite. Gléwne twierdzenie tej czesci nasuwa skojarzenia z
teorio-modelowym twierdzeniem Saracino o isnieniu modelowego kompanionu teorii
w-kategorycznej. Chociaz jest ono do$¢ techniczne, pomyst jest tatwy do prezentacji.
Najpierw przenosze z logiki pojecie typu.
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Definicja Niech t bedzie mitg topologiq z milg bazg B. Niech H bedzie podgrupg
otwartg G, zas X'O bedzie niezmienniczym t-Ggs-podzbiorem X.

(1) Rodzine F C B nazywamy H-typem w Xo, jesli jest ona rodzing maksymalng
ze wzgledu na nastepujg warunki:
(a) kazdy zbior B € F jest H-niezmienniczy;
(b) Xo N(NF # 0.

(2) H-typ F nazywamy gtownym jesli istnieje By € F taki, Ze BrNXo, C BNX,,
dla kazdego B € B.

Otrzymuje twierdzenie, ktore jest odpowiednikiem twierdzenia Rylla-Nardzewskiego
o teoriach w-kategorycznych.

Twierdzenie 4.4.3. (Theorem 3.4 w [H4]) Rozwaimy partycje kanoniczng wzgledem
mitej topologii t. Kawatek Xo tej partycyi jest orbitg doktadnie wtedy, gdy dla kazdej
otwartej podgrupy H < G, kazdy H-typ w Xq jest gtowny.

Gléwny wynik pracy - Twierdzenie 3.6 (typu Saracino) okreslajace warunek dostate-
czny do tego, by kawatek kanonicznej partycji zawierat orbite, ktora jest kompanionem
(czyli Gs-zbiorem) jest dalszym rozwinigciem Twierdzenia 4.4.3.

Moje badania posumowuje analiza pojecia kompanionu dla relacji sprzezenia w
grupie A(Q). Korzystajac z wynikéw pracy [H3] otrzymuje w Rozdziale 4 pracy [H4]
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.4.4. (Theorem 4.3, [H4]) KaZdy kawatek kanonicznej partycji
A(Q) zawiera klase sprzezenia, ktora jest zbiorem typu Gs.

5. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH

Przedstawie krétko prowadzone po doktoracie badania, ktorych wyniki zostaly
zawarte w nastepujacych pracach.

[P1] Equivalence relations induced by some locally compact groups
of homeomorphisms of 2V | Colloq. Math., 103(2005), 287 - 301.
[P2] Polish group actions, nice topologies and admissible sets,
Math. Logic Quart. 54(2008), no.6, 597- 616.
[P3] Inert subgroups of uncountable universal locally finite groups ,
Comm. Math. Univ. Carol. 44(2003), 615 - 622 |
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[P4] Strong boundedness and algebraically closed groups
Comm. Math. Uni. Carol., 48(2007), 205 - 209.

Pierwsze dwie prace sa zwiazane z tematem rozprawy habilitacyjnej, a dwie os-
tatnie poswigcone sg pewnym teoriomnogosciowym (topologicznym) pytaniom w al-
gebrze (- dlatego powyzsze uporzadkowanie nie jest chronologiczne).

5.1 Problematyka pracy [P1] zainspirowana zostata badaniami Kechrisa nad dzialaniem
grup lokalnie zwartych ([15]). Kechris analizowal m.in. dzialania lokalnie zwartych
grup spelniajajacych drugi aksjomat przeliczalnosci. Udowodnit on, ze jesli G jest
taka grupa, wtedy dowolna standardowa borelowska G-przestrzenn X mozna w sposob
jednoznaczny przedstawi¢ jako sume X = U U C' dwu roztacznych niezmienniczych
zbioréw borelowskich tak, by dla indukowanej na X relacji orbit E speinione byly
nastepujace warunki:

(1) E|¢ jest przeliczalna, tzn. kazda E|c-orbita jest przeliczalna ;

(2) Istnieje borelowski zbiér Z C U majacy przeliczalny przekréj z kazda
E|y-orbita taki, ze relacja F|y jest borelowsko izomorficzna z relacja
(E|z) x Idg okreslona na produkcie Z x R.

Zbiory U i C' nazywaja sie odpowiednio czescig ciagla i przeliczalna relacji E.

W przypadku konkretnego dzialania pojawia si¢ naturalne pytanie o to, czy mozna
wybra¢ zbiér Z i borelowski izomorfizm miedzy Z x R i czescia ciagla U tak, by
mialy one malg ztozonos$¢ borelowska. W pracy [P1] analizujemy takie zagadnienie w
nastepujacej sytuacji.

Niech T bedzie lokalnie skoriczonym drzewem z korzeniem, a B(T') jego granica
(tzn. przestrzenia galezi). Rozwazam dziatania na przestrzeni B(7T) pewnych lokalnie
zwartych grup jej homeomorfizméw. Szczegdlnie interesuja mnie izometrie lokalne.
Homeomorfizm f : B(T) — B(T) nazywamy izometria lokalna, jesli kazda galaz
x € B(T) posiada otoczenie U C B(T) takie, ze f przeksztalca U na f[U] izome-
trycznie. Izometrie lokalne tworza podgrupe domknieta nieco szerszej grupy homeo-
morfizméw typu Thomsona, ktéra réwniez analizuje w [P1]. Gléwnym wynikiem pracy
jest nastepujaca uszczegétowiona wersja twierdzenia Kechrisa dla lokalnie zwartych
grup izometrii lokalnych (wersja Twierdzenia 9 w Sekcji 2.2 w [P1]).

Twierdzenie 5.1.1. (Theorem 9, [P1]) Niech G bedzie lokalnie zwartg grupg

izometrii lokalnych, E indukowang na B(T) relacjg orbit, zas U C B(T) jej ciggly
czescig. Istnieje Gg-zbior Z majgcy przeliczalne przekroje ze wszystkimi orbitams
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relacji E|y i homeomorfizm ¢g : Z x 2N — U taki, ze

(66((2.)).66((.8))) € Bly <= 2E7.

(Korekta: W Lemacie 7 w [P1] zbiory G,, tworza grupy tylko przy dodatkowym
zalozeniu, ze G sklada sie z izometrii lokalnych. Dlatego w Twierdzeniu 9 w pracy
[P1] zamiast ogdlnego zalozenia, ze G jest grupa homeomorfizméw typu Thomsona,
trzeba przyja¢ mocniejsze zatozenie, ze G jest grupa izometrii lokalnych).

Zatem w rozwazonym przyktadzie, zbidr i borelowski izomorfizm, ktérych istnienie
postuluje twierdzenie Kechrisa, maja bardzo mata ztozonosc¢.

Praca [P1] zawiera wiele przykladéw. Szczegélnie ciekawy jest przypadek grup
proskonczonych.

Twierdzenie 5.1.2. (Proposition 13, [P1]). Niech G bedzie grupg proskoriczong
majgcq przeliczalng baze. Istnieje lokalnie skonczone drzewo T 1 1zometryczne dziatanie
G na T takie, Ze okreslona przez nie G-przestrzen B(T) jest uniwersalng borelowskg
G-przestrzeniq.

Dowodze réwniez (Proposition 14, [P1]), ze bez zalozenia domknigtosci G w Iso(T')
(co wyprowadza poza klase grup proskoniczonych), opis mozliwych relacji orbit staje
sie bardzo skomplikowany: grupa G moze mie¢ dwie realizacje dzialan na drzewach,
ktore indukuja relacje orbit nieporéwnywalne wzgledem redukowalnosci borelowskie;j.

5.2. Praca [P2] jest zwiazana z praca [H4]. W [P2] rozwazam zagadnienia kodowa-
nia i efektywnosci obiektéw z [H4].

Moje podejscie mozna opisa¢ analizujac sytuacje dziatania logicznego. Niech X,
bedzie przestrzenia struktur przeliczalnych jezyka L. Niech F' bedzie przeliczalnym
fragmentem L, zas$ tr i Bp beda odpowiednio zadana przez F' mila topologia i jej
milg bazg. Rozwazmy dziatanie logiczne Sym(w) na przestrzeni (X, tr) oraz zbidr
dopuszczalny HF (M) dziedzicznie skoriczonych zbioré6w na pewnym modelu M €
Xp. Standardowe konstrukcje uogdlnionej obliczalnosci umozliwiaja kodowanie w
modelu HF (M) niektérych niezmienniczych relacji na Br okreslajacych topologiczne
wlasnosci bazy. Ponadto, ztozonosé tych relacji na Br odpowiada zlozonosci formutl,
ktére opisuja te relacje w HF (M).

W pracy [P2] analizuj¢ bardziej ogdlna sytuacje: dzialania domknigtej grupy per-
mutacji G na dowolnej przestrzeni polskiej (X, 7). Aby pracowaé¢ w sytuacji podobnej
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do przypadku dzialania logicznego, kazdemu elementowi x € X przypisujemy struk-
ture M, jezyka pierwszego rzedu L4, odpowiednio zdefiniowanego w pracy. Jest
to ciagte odwzorowanie X w przestrzen Ly 4-struktur, ktére elementom z tej samej
orbity przyporzadkowuje struktury izomorficzne.

Glownym obiektem badarni sa zbiory dopuszczalne postaci HF(M,,) i mite topologie
G-przestrzeni (X, 7). W Twierdzeniu 3.3 [P2] podaj¢ konkretne przyklady takich
topologii. W rozdziale czwartym opisuje sposoby kodowania mitych baz tych topologii
w HF(M,). Pokazuje, ze podobnie jak w przypadku dziatania logicznego, w HF (M)
mozna formalizowaé wiele zagadnien zwiazanych z kategoria Baire’a (Rozdzial 5). W
szczegblnoscei relacja forsingowa wprowadzona w pracy [H4] moze byé¢ zakodowana w

Opisuje réwniez pewne zwiazki z wtasnosciami zbioréw typu HF (M) (np. spelnianie
twierdzen uniformizacyjnych, Rozdzial 6) i podaje rézne przyklady. Przyklad dziatania
grupy A(Q) przez sprzezenie jest chyba najciekawszy. Wymagal on rozwazenia pewnych
wzbogacerni teorii elementarnej generycznych automorfizméw (Q, <).

Zagadnienia kodowania w zbiorach dopuszczalnych byly bardzo popularne w logice
lat 80-tych XX-go wieku. Gléwnym promotorem tych badan byt John Barwise. Mimo
tego, ze po jego $mierci aktywnos¢ tego kierunku jest mniejsza, uwazam, ze metody
tego dzialu odegraja istotna role dla kilku znanych probleméw logiki matematyczne;j.

5.3 Praca [P3] jest motywowana pytaniem V.Belyaeva ([5],) czy nieprzeliczalne
lokalnie skoriczone grupy posiadajg nietrywialng topologie (Belyaev pokazal, ze w przy-
padku przeliczalnym odpowiedz jest pozytywna). Rozwazam to pytanie w pewnej
szczegolnej klasie grup lokalnie skonczonych.

Lokalnie skonczona grupa G nazywa si¢ uniwersalng grupa lokalnie skonczona, jesli
kazda grupa skonczona zanurza sie w GG i kazdy izomorfizm pomiedzy jej skonczonymi
podgrupami rozszerza si¢ do automorfizmu wewnetrznego. Wiadomo ([10], [16]), ze
istnieje dokladnie jedna uniwersalna lokalnie skoriczona grupa przeliczalna oraz 2~
takich grup rzedu k, dla kazdej liczby kardynalnej x > w. Okazalo sie, ze metody
zastosowane przez Belyaeva sa niewystarczajace juz w przypadku mniej ogdlnego
pytania: czy uniwersalne lokalnie skonczone grupy posiadajg nietrywialng topologie?

Moje badania koncentruja sie na podgrupach inertywnych: podgrupe H grupy G
nazywamy inertywng, jesli dla kazdego g € G spehiony jest warunek |H : H N HI| <
|H|. Grupa G jest rezydualnie skoriczona, jesli dla kazdego g € G réznego od jednosci
istnieje podgrupa normalna H < G skonczonego indeksu taka, ze g ¢ H. Pokazuje,
ze grupa jest topologizowalna, jesli posiada nieskoriczona inertywna podgrupe rezy-
dualnie skonczona. Warunek ten jest konsekwencja pewnego twierdzenia pierwszej
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czescl pracy [P3], ktére w przypadku przeliczalnym juz pojawito si¢ w [5].
Glownym wynikiem pracy jest Twierdzenie 5.3.1. Jego dowdd stanowi opis dwdch

konstrukeji nieprzeliczalnych uniwersalnych grup lokalnie skonczonych posiadajacych
rezydulanie skonczone podgrupy inertywne.

Twierdzenie 5.3.1. (Theorem 7, [P3]) (1) Istnieje uniwersalna lokalnie skoriczona
grupa mocy wy majgeca przeliczalng rezydualnie skonczong podgrupe inertywng.

(2) Dla kazdej nieprzeliczalnej liczby kardynalnej k istnieje uniwersalna

lokalnie skoniczona grupa G rzedu k o nastepujacych wtasnos$ciach:
(a) istnieje rezydualnie skoriczona podgrupa inertywna H < G rzedu k;
(b) jesli k jest reqularna, to G nie posiada podgrup inertywnych rzedu < k.

5.4 Grupa G jest mocno ograniczona, jesli dla kazdego zbioru U jej generatorow,
istnieje liczba naturalna n taka, ze kazdy element grupy mozna otrzymac jako produkt
co najwyzej n elementéw ze zbioru UUU ! oraz G nie jest suma $cisle rosnacej rodziny
{H, : n € w} swoich podgrup. Grupa G jest grupa w;-egzystencjalnie domknietq,
jesli dla kazdego zbioru ) (Z) réwnan i nieréwnosci postaci w(T, a) = (#)1 zaleznych
od zmiennych T i co najwyzej przeliczalnie wielu parametréow z G, jesli Y (Z) ma
rozwiazanie w pewnym rozszerzeniu grupy G, to ma rozwiaznie w samej grupie G. W
pracy [P4] otrzymuje nowy dowdd nastepujacego twierdzenia de Cournuliera z [7].

Twierdzenie (de Cournulier) Kazda grupa w;-egzystencjalnie domknieta
jest mocno ograniczona.

W odréznieniu od dowodu de Cornuliera, méj dowod bazuje na dos¢ szczegdtowym
rozwazaniu wlasnosci grup egzystencjalnie domknietych (niekoniecznie w-egzystencjalnie
domkniegtych) i daje nowa algebraiczno-kombinatoryczng informacje w tym ogdlniejszym
przypadku (Proposition 2 w [P4]).

Przedstawione przeze mnie rozumowanie wykorzystuje nastepujaca charakteryzacje
grup mocno ograniczonych ([6], [7]): grupa G jest mocno ograniczona wtedy i tylko wt-
edy, gdy kazdy rosngcy cigg (X, : n € w) jej zbioréw sumujgcy sie do G i spetniajgcy
warunek {1} U X, 1 U X, - X,, C X411, dla kazdego n € w, jest od pewnego miejsca
staty i rowny G.

Pokazuje, ze z kazda egzystencjalnie domknieta grupa G i kazdym $cisle rosnacym
ciggiem nieskoriczonym (X,,) spehiajacym opisane wyzej warunki, mozna zwigzaé
pewne drzewo binarne (Proposition 2, [P4]). Z drugiej strony dowodze, ze gdy G jest
wi-egzystencjalnie domknieta, to drzewo o takich wlasnosciach nie istnieje.
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